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7. FRECAREA DE ROSTOGOLIRE [A6, A7, A12]

7.1. Micro-alunecari si patinare

S-a definit rostogolirea ca viteza unghiulara a miscarii dintre doud corpuri in contact, in jurul ,
unei axe din planul tangent comun.
In sistemul de referintd un punct are vitezele V; si
_ V.
gL A d b Corpurile pot avea vitezele unghiulare w,;, w,; in
jurul normalei comune de contact.

{2 y Daca V; si V, nu sunt egale, rostogolirea este
insotitd de alunecare si dacd wy,;, W, nu sunt egale,
— B O s rostogolirea este acompaniata de spin.

i e Cand rostogolirea nu este insotitd de alunecare
' sau spin, migcarea se considera de "rostogolire pura".
I . -' Daca prin contact se transmite numai o forta
Mot ls, — i, ¥ normald, forta tangentiali (Q = 0), se considera
Sy ! miscarea de "rostogolire libera", iar daca Q # 0,
miscare de "rostogolire cu tractiune".

a) Micro-alunecari
Se considerd initial numai influenta deformatiei elastice asupra contactului cu rostogolire. Forta
normald produce o arie finiti determinati cu teoria lui Hertz. In zona de contact, in functie de forta
normald P, tangentiald Q (de tractiune) si forta de frecare ([ P), pot aparea micro-alunecari (microslip)
si microprinderi (microstick).

- p - Tractiunea tangentiala pe fiecare suprafata:
_ 7 b Qi (X,y) =-q2 (xy) (7.1)
e A YL - Deplasarile normale, determinate de aceastd tractiune, sunt
: i i K I .
7 i proportionale cu (1 -2V) /G :
i G G
. i | L N P 1 — - 2 =
T | == [ = —u,lx,y)=- u,, (X, (7.2)
S i = (xy) = (%)
- B = - Pentru frecarea de alunecare, se accepta legea Amonton :
e
X) . .
M = Q =M = coeficient de frecare (static sau
plxy) P
cinetic).
g
u‘_.“ K |'.\-. 3 A
e i — In puncele in care |q(x,y)| < u|p(x,y)| - nu
o ~ | T ey exista alunecare (regim cu stick).
- G 1s °_"'_"~ y In punctele in care |q(x,y)‘ >|J|p(x,y)| -
k| [&] & & -
— A AT apare alunecarea.
_17. ~ 7 & [ . uné puncte .Al’ Ar d; pe fata dg contact, inainte
17 [ T . de alicarea fortei tangentiale Q, coincideau.
' e P I 3 Doua puncte din interiorul corpurilor T, s1 T, sub

forta tangentiald Q s-au deplasat rigid cu deplasarile

01,01 i 02, 0p.
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Punctele de pe suprafatd A; si A, se deplaseazd relativ fatide Ti si To cu u,,, U, si u,,, u,.

Daca se noteaza deplasarile absolute ale punctelor A; s1 A, fatdide 0 cu sy, Sy1 $1 Sx2, Sy2,
atunci componentele alunecarii intre A; si A, sunt:
Sx = le - SxZ = (ﬁxl - 6)(1 ) - (ﬁx2 - 6)(2) = (ﬁxl _ﬁXZ)_ (6)(1 - 6x2) (73)
In zona cu "prinderi" (stick), sx=0, s,=0 (ﬁ -u,=906,-9, 5X).

x1

Cazuri particulare
a;) Contactul bidimensional al cilindrilor
a;;) Fara alunecare
Se considera doi cilindri in contact cu axele paralele in directia y, comprimati cu forta P pe
unitatea de lungime si forta tangentiala Q pe unitatea de lungime Q < |4 P si care este aplicatd succesiv.
— Se considera cd forta Q nu modificdi marimea

"l suprafetei de contact. In orice punct din zona de contact,
" ' u,-u,=0 =ct, -asx<a (7.4)
ra . Presiunea normald p(x) este determinati de ecuatia
| : lui Hertz.
al A Distributia tangentiald a tensiunilor trebuie sa fie
L &4 o astfel incat deformatiile O, = ct.
- - . . . - -
Un semispatiu elastic se deformeaza constant daca
_ Q
q(x)= I (7.5)
=)

In punctele x =+ a, q(x) — . Deci, pentru a fi satisficuta conditia de "prindere" (stick)
q(x) < up(x) , ar trebui ca 4 — oo .Ca atare, este posibil ca pe muchia de contact sa fie alunecare.

ay_Cilindri cu alunecare partiala (metoda Cattaneo si Mindlin).

Daca forta tangentiald este mai mare decat valoarea limitd P P, corpurile aluneca relativ si
tractiunea tangentiald este

q'(x)=up0(1—x2/a2) cu p, =2P/m, (7.6)
in care P este forta normaldpe unitatea de lungime.

Deplasarile tangentiale in interiorul suprafetei de contact pot fi determinate prin analogie cu distributia
normala tangentiald. Daca nu apare alunecare in jurul originii (x = 0), se poate scrie :

', =8, ~(1-02Jup, x> /aE, (7.7.a)
i =8+l - 02 Jup,x2 / ak, (7.7.b)
Conditia (7.4), (ﬁxl -u, = ct) , este satisfacuta de (7.7.a) si (7.7.b) numai in origine (x = 0). In

orice alt punct conditia (7.4) nu este satisfacta si suprafetele trebuie sa alunece.
Se cosidera o distributie de tractiune aditionalad

/2

q”(x):—gupo(l—xz/cz)1 (7.8)

ce actioneazd in zona —c<x<c (c<a).
Deplasarea tangentiala produsa de aceasta tractiune Tn zona —c< x <c este
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ﬁ”xl = _6”xl+(1 - Uf)gupoxz /CEI

Suprapunand cele doua tractiuni q' si q", deplasarea totald in zona centrald (—c < x <c) este

constanta:
ey —_ 17! " —_— \ \AJ —_— —_—
uxl -u xl+u x1 _6x1+6 x1 _6x1 =ct
Analog, pentru cea de-a doua suprafata
u,=-9,

X

Se observa ca distributia totala

q(x)=q'(x)+q"(x)= up(,{(a2 -x2)7 (2 —x2)”2}/a <up
satisface conditia de evitare a alunecarii numai in zona
-c<X<c.

In cele doua zone periferice ¢ < |x| < a existd alunecare.

Marimea zonei de "prindere" (stick):

_ a _ a ' c . B _i
Q= :[q(x)dx = :[lq (x)dx + :[q (x)dx =uP 2 MP - (7.10)

1/2
:>£ :(1—&}
a puP

ay) Contactul sferic
ay;) Fara alunecare

Sub sarcina normala, aria circulara de contact este determinata cu relatiile lui Hertz.
Daci se aplica o fortd tangentiala Q paraleld cu axa x, deplasarile tangentiale sunt paralele cu axa x.
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Distributia tangentiala care produce o deplasare tangentiald uniformd a semispatiului elastic este de
forma

q,(r)= qo(l -1’ /az)_l/z, unde q, =Q, /2’ (7.12)
Deplasarea este L_lx =n(i—gu)qoa (7.13)
2-u, 2- . .
astfel ca o =u, -1, =&( Oy Uzj , Gi si G2 = modulele de elasticitate
gal G, G,

transversala.
In punctele r=a, qx — o, deci microslipul este inevitabil pe muchia de contact.

a2, Cu alunecare
Daca alunecarea are loc

¢'(x.7)=uP(x, y)=pp, (1 -2 /a2 (7.14)
o Deplasarile tangentiale in interiorul cercului de contact (r < a) sunt date

)1/2

* iy

de ecuatia u’, =M{4(2 —0)a? +(4-0)x2 +(4- 30} (7.15.a)
32Ga

S Y 32Ga

si :%zuw (7.15.b)

Se considera o noua distributie de tractiune
1/2

q"(x,y)I—Epo(l—rz/cz) (7.16)
a
ce actioneaza in interiorul cercului r < c; deplasarile tangentiale, prin analogie cu (7.15), sunt

7 :_Em'lpo _ 2 _ 2 _ o] Sy :_Em'lpo.
u'', a—32Gc{4(2 0)e2 +(4-u)x2 +(4 3U)y} Uy E e (7.17)

Deplasarea totala in interiorul cercului, r < ¢, este

= T, () 2 .2)\= . - r—q -
u', e (2 U)(a c) ct u', =0

-0 2-U 2 -¢?
si 3, :31“61)(2GU+ G zj a 3C =ct pentrur<c (7.18)
1 2

a
Marimea zonei de "stick" se obtine din conditia de echilibru mecanic:

1/3
=“ " _C " - — 3 3 ] E: _g
0. !271] rdr _([m] rdr=uP(l-c*/a®) i - (1 HPJ (7.19)

b) Patinare

O diferenta intre deformatiile tangentiale ale corpurilor din zona de prindere ("stick") conduce
la alunecari mici aparente si care se numesc patinare.

Modul in care patinarea apare se poate aprecia prin exemplul unei roti deformabile ce se
rostogoleste pe un plan rigid. Din cauza deformatiei, deformatiile tangentiale din roata sunt de
intindere, suprafata rotii fiind intinsa, in timp ce se gaseste in contact cu planul rigid. Roata se
comportd la o rotatie completd, ca si cand ar avea o lungime mai mare decat atunci cand ar fi
nedeformabila.

Raportul dintre lungimea nedeformata si cea deformata este numit ratie (raport) de patinare.
Acest fenomen de patinare a fost descris de Reynolds (1875) printr-un exemplu ilustrativ:
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Un cilindru din cauciuc, deformat, se rostogoleste pe o suprafatd pland metalicd la o rotatie
completd, mai mult decat daca cilindrul este din metal si se deplaseazd pe un covor de cauciuc.
Explicatia se da prin existente In zona de contact a microalunecarilor si microprinderilor.

Conditiile de limitd pe care trebuie sa le satisfaca zona de contact.

Se considera ca rostogolirea se produce in jurul axei y ; in
lipsa deformarii si a alunecarii, particulele materiale ale fiecarei
suprafete se deplaseazad in directia x cu viteza comund V ,
(5 numita viteza de rostogolire.

’ In plus, corpurile pot avea vitezele unghiulare @y si W, si,

e deci, poate rezulta si miscarea de spin (pivotare).
Aplicarea tractiunilor tangentiale si deformatia introduc
vitezele de fluaj OV, si OV, ; fiecare are componente in
e ambele directii x s§1 y, care sunt mici In comparatie cu viteza
v * de rostogolire V . Viteza unui element de material este, de
- asemenea, influentatd de starea de deformatii. Daca
componentele deplasarii tangentiale elastice intr-un punct de pe
suptafatd (x, y) sunt U, (X,y,t) si ﬁy(x,y,t) , atunci viteza "zonei nedeformate" se modifica prin

componentele
du ou
L=V i 7.20.a
dt 0x ; ( )
du ou u
y 2y Py 9% (7.20.b)
dt ox Ot
Deci, viteza rezultanta intr-un punct de pe suprafata de contact este
du, Ou :
V (x,y)= V48V, —wy+ Vot + 20 si (7.21.2)
ox Ot
V. (x,y) =3V, +® RPN (7.21.b)
X,y)= X 21.
ISy ax ot

Vitezele "micro-slipului” intre punctele de contact, pentru rostogolirea deplind (deformatiile nu
variaza in timp)

sx (X’ Y) = Vxl - Vx2 =

Ou,  Ouy,

=0V — V)= (0. - w., )y+V(a— j (7.22.2)
X Ox

analog S, (x,y)= Vi TV, (7.22.b)
Pentru contactul eliptic cu semiaxele a si b, se poate scrie

§ /V=E, —wy/c+(a(‘;—xxl—a;—xxz (7.23.2)
__ a—
Sy/V:Ey—lle/c+(%—% (7.23.b)

unde ¢ = (BVXl -0V, )/ \Y% si g, = (5Vy1 -V, )/ V  sunt rapoartele de patinare;
Cc =

Vab .

P = ((.L)Zl -, )c /'V  este parametrul de spin (pivotare),
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In regiunea de "prindere" (stick)
$, =8, =0 (7.24)

si (b y))=up(x,y)
In regiunea de alunecare

_ $r) (7.25)

Exemplu de patinare si micro-alunecare in contactul de rostogolire —
Transmisia cu curele elastice
Fie M momentul de torsiune ce trebuie transmis = T =To+t si  T,=To-t
T1 -T2:2t:M/R
T, _1+M/2RT,
T, 1-M/2RT,
Unde este situat arcul de alunecare pe fiecare roata ?

cHe =

e L3 By 1 8 I i
7 e | b
$1n &1 . v
- = 1
g, f
e . - : e i
L] h 3 -
f . e LY ! . ,rt:l"‘ .
s | ¥ ks O A L - |
i =l |
" .-". { l?_.-"|.+ ]
T e %
| \ T -
= e '
Ee 4 A -.I -
A i
i
Sl 1 e

Tensiunile de tractiune din curea vor Intinde cureaua si o vor alungi relativ elastic (legea Hooke)
€=AT, (7.26)
unde A este E/A (E- modulul de elasticitate longitudinala,
A — sectiunea curelet).
Astfel, un element de lungime dx va avea lungimea
di=(1+g)dx (7.27)

Viteza elementului V= da. (1+ s)(ji—); =(1+AT)V,

dt
(7.28)
in care V =dx/dt este viteza de "intindere" a curelei.
Aceasta viteza este mai mare in ramura conducatoare (intinsa) a curelei (v;) decat in cea
condusa (v3).
Ratia (raportul) de patinare pentru transmisie
= (wl _wz)R ViT™Vv, _

€ AR AT, -T,)=AM/R (7.28)
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Pierderea de putere are loc in zona de alunecare prin disiparea prin frecare.
7.2. Rostogolirea libera a corpurilor cu proprietati elastice diferite
a) Cilindri cu axe paralele

Cilindrii sunt apasati cu forta P pe unitatea de lungime. Presiunea si aria de contact se determina
cu relatiile lui Hertz.
Din teoria elasticitatii

aﬁx:_(1—2U)(1+U)p(x)_2(1—U2)j»a(s) N P S L

0x E T X—S

-b

Considerand ca frecarea este suficient de mare pentru a impiedica alunecarea =
TRp(x) + jﬂds = %TIEDEX =constant, —-a<x<a (7.29)
SX-—s
g=l {1-2v,)/G6} -{1-2v) /G)}
2L {i-v )6} +{1-v) /G )}

Tractiunea care satisface conditia (7.9) este

cu

a(x)=Pp (1-x?/a2) 10 2T (7.30)
X a—Xx
si &, =4Bp, /TED=2Ba/ TR (7.31)

Se analizeaza posibilitatea de alunecare.

Raportul % — 00 pentru X =+ a, deci alunecarea este inevitabila.
plx

Pentru cazul extrem, cand coeficientul de frecare este mic, efectul tractiunii tangentiale este mic
ou, _ (1-2v)1+v)
~- p(x)

asupra deformatiei elastice. In aceasta situatie, cu p(x) distributia

ox E
hertziana. Cu aceastd precizare, rezulta viteza de alunecare
SVX=§X ~(Ba/4r)1-x/a%)" (7.32)

Daca ratia (raportul) de patinare s are o valoare pozitiva, atunci viteza de alunecare este pozitiva pe
muchia de contact si negativa in centru.
Tractiunea de frecare =+ [ p(x), desi mica, poate schimba sensul de alunecare in doud puncte simetrice
fatd de origine.
Pozitia acestor puncte si, implicit valoarea lui &y , este determinatd din conditia ca in rostogolirea
libera forta tangentiald este zero. Aceasta cerintd este indeplinita pentru x =+ 0,404 a, astfel ca
&x=0914PBa/R (7.33)

In functie de raportul (B / W), intre alunecarea completa si fira alunecare exista doua regiuni de

stick (prindere) ce separa trei regiuni in care alunecarea are sensuri alternante.
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Disiparea energiei din zonele de alunecare (slip) contribuie la momentul rezistent la rotatie
(rostogolire) a cilindrilor (M).
Reynolds a prezis ca rezistenta la rostogolire este mica atunci
o . Al e cand M este mare, deoarece microalunecarile sunt esentiale si
i Eonup iy T este, din nou, micd atunci cand | este mic, deaoarece fortele de
) frecare sunt foarte mici.
Rezistenta la rostogolire este maxima cand p= /5

(H/B =0,2).

b) Rostogolirea libera a sferelor

Se considera initial ca nu existd alunecare si se neglijeaza influenta tractiunii tangentiale asupra
distributiei presiunii normale.
In aceste conditii

ou,, Ou,, du, Odu,
— X - XL = = ct; - :—X:ct:_
ox ox & ox ox ¢ &
Tensiunea tangentiala q (X,y), care satisface aceste conditii, are expresia
Bp af, \y2 17 t? t+r

r)=—=<-—\a" -r +— In, dt 7.34
q() T I'( ) r'!-(tz—rz)l/z t—r ( )
si &, =PBa/TR (7.35)

7.3. Rostogolirea cu tractiune a cilindrilor elastici

Este cazul rotilor motoare ale vehiculelor.Se considera cilindrii cu aceleasi proprietati elastice si ca
forta transmisa este mai mica decat limita de frecare.
Se doreste detreminarea zonelor cu alunecare si cu prindere (aderenta, stick).
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Conditiile (q (x, y)) = L p (X, y) - conditia de alunecare - si q(x,y) =- é(X’Y) - directia
laly) 3 y)

tensiunilor tangentiale este opusa ca sens vitezei de alunecare - sunt satisfacute daca

q'(x)= upo(l—x2 /32)1/2 ) ( -x*/c? ) (7.36)
aw, _ 201-0?) 6ﬁ" _c2(i-v?)
1= —>=- X, — x+d 7.37
i = ——Hp, T (x+d) (7.37)
Deci, 1n interiorul zonei -a<x<c-d
— _ 2
ou, = 2(1 v )|.1p0d = constant (7.38)
X 0x aE
In aceasta zona, ratia (raportul) de fluaj (patinare) este
& = —461 -0* Jp,d/aE (7.39)

Latimea zonei de stick (adeziune, prindere) este determinatd de marimea fortei tangentiale.

) 4o 1-Coi-(1-0/uP)" (7.40)
L a a
. __Ha 1/2
' + 1 =—1-{1-0./ 7.41
. b e ,...-"'H- ; QZX R { ( Qx 'UP) } ( )
i = Y ) A B oo oot
e = 4 ¥ 1 PPPRY PR
M'“--.._ = :"-__,j::.""; — 2 -:-.._. L F =" 1.4 -
T . o ——— —
; .-'"'. b= VLB DLy
& - § s
o
- r"f ; '_-.--F [
| (T T O * are )

Efectul fortei de tractiune, desi micd, determind microalunecari pe muchia de tractiune a suprafetei.
Regiunea de alunecare se intinde in fata cilindrilor, astfel ca, la o anumita forta tangentiala Q = pP,
alunecarea este totala.

In cazul unei frecari mari, Q / WP este foarte mic, regiunea de alunecare pe muchia de tractiune se
reduce foarte mult i distributia tractiunii tangentiale este

_b, a*tx Q,
alx) == ek e (7.42)
Raportul (ratia) limita al patinarii este
&, =aQ, /2RP (7.43)
Rata energiei disipate (viteza de disipare), ca urmare a fortei de tractiune, este
W =Q,& V=aQ2V/2RP (7.44)

Cand forta tangentiald actioneaza in directia y (axa cilindrilor), analog se deduce

£, = (L+—jupo{(1 (-0, /uP)”} (7.45)
Gl 2
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7.4. Rostogolirea cu tractiune si spin a corpurilor tridimensionale

Corpurile tridimensionale, in contactul cu rostogolire, transmit forte tangentiale Qy 1in directie
longitudinald si Qy in directie transversala, in timp ce viteza unghiulara in jurul axei normale comune
de contact Aw, =w, -w,, #0.

Miscarea de spin tinde sd rasuceascd interfata de contact si conduce la cresterea tractiunii si
microalunecarii.

Contactul se considera eliptic. Se accepta apriori cd in zonele cu alunecare si prindere (stick, aderentd)
sunt indeplinite condltnle (7.25):

s, =s, =0 1 |q(x,y)s up(x,y)| - zona de "stick"

aley) - suy)
aley)  (x.y)
Se analizeaza urmatoarele situatii, functie de marimea coeficientului de frecare la alunecare ().

zona de "slip"

si [a(x.y) =up(x.y)

a) Neglijarea alunecarii (U —» o) : teoria patinarii liniare

Pentru simplificare, se considera cd pe un contact circular se transmite o fortd tangentialda Qy si
tractiunea are expresia

at+x
q, x y (7.46)
2T|.a D( 1/ 2
Deplasarile tangentiale 1n interiorul cercului de contact (r < a), produse de aceasta tractiune, sunt:

ou, _Q(4-3v) Ou, . . o
== ; =0 (nu exista deformatie pe directiay, Qy =0 7.47
aX 32Ga2 ay ( H p 5 y Qy ) ( )

si care respectd conditiile de a nu aparea alunecarea.
Ratia (raportul) de patinare este

4-3v
=——Q,; =0 7.48
€, T6Ga? Q: &, (7.48)
Analog, pentru o forta tangentiald in directia y, Qy
at+x
qy X,y 2T[a D( 1/2 (7.49)
(4 -ulQ
rezultd ="' =0 7.50
g, 6Ga &, (7.50)
Ca urmare a asimetriei tractiunii qy (X,y), se exercitd un moment de pivotare in jurul punctului 0
Q a= ( )Ey (7.51)

In cazul plvotarn pure, distributiile tractiunii, care satisfac conditiile de a nu aparea alunecarea,
sunt

_8G(3-u) (a+x)y/a . _8G(1-v) , (a>—2x? —ax-y*)/a
dyx 3T[(3—2U)w(a2—r2)1/2 $1 qy 3T[(3 2U)¢' (az—rz)m

cup= ( -, ) /'V si c=+/ab - parametrul de "spin" sau pivotare.

(7.52)
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Aceste tractiuni corespund unei forte rezultante nule, Qx = Q, =0, dar determind un moment
rezultant ce se opune miscarii de spin

. :MGa3w (7.53)

q(3-2v)

Cand gradientul deplasarilor determinate de tractiunile (52) respectd conditiile "fara alunecare",
rezulta ratiile (rapoartele) de patinare

2(2-v)
=0; == 5 7.54
Pentru contactul eliptic , Kalker (1964) a utilizat urmatoarea distributie a tractiunii
gl )= Ay, (/0" (o 0) = (/= (o)} (755)
S-au dedus urmatoarele trei ecuatii liniare de fluaj (patinare):
Q _cs. Q . M, _
Ga _CnExa G_aybczzéy +C23l]J ’ W‘any +C33ljJ (7-56)
incare C;j;, Cyp, Cys, Csy, Cs3 sunt coeficienti adimensionali, dedusi teoretic:
Elipticitatea -Ci -Cy» Cy;=-C3; -Cs3
0,2 3,56 2,65 0,62 4,68
oD 0,4 3,72 2,91 0,83 2,42
— 0,6 3,90 3,17 1,04 1,74
b 0,8 4,08 3,46 1,27 1,32
1,0 4,29 3,73 1,50 1,18
0,8 4,58 4,11 1,82 1,01
b 0,6 4,99 4,65 2,29 0,86
a 0,4 5,80 5,59 3,27 0,70
0,2 7,93 8,45 6,76 0,57

*) a - este semiaxa elipsei in directia de rostogolire.
b) Alunecare completa
In cazul extrem, cand fluajul si pivotarea sunt mari iar coeficientul de frecare este mic,

deformatiile elastice determinate de tractiunea tangentiald sunt mici. In expresiile (23.a,b), termenii
deplasarilor elastice se neglijeaza, astfel ca numai intr-un punct P (xp, yp) (polul pivotarii, "spinului")

Xp/a=-g 1y si yp/a=&, /Y
~d (7.57)
, "r.u.*l_': ™ Deoarece deformatia elasticd in planul x - y este neglijata,
- o | F miscarea relativa a suprafetei comprimate este aceea a unui rigid
— 1 (0 7% in rotatie cu viteza unghiulari oy, - G, in jurul polului pivotarii
"3 P.
i PN Intr-un punct oarecare A(x,y), tractiunea tangentiala rezultanti
pat £ e ;_ 2 q(x,y) are marimea WU p(x,y) In directie perpendiculard pe linia

PA.
Fortele Qy, Qy si momentul M, corespund unei combinatii de fluaj si alunecare ce pot fi determinate
prin integrare numerica. Interactiunea intre pivotare si tractiune joacd un rol important in contactul cu
rostogolire al variatoarelor de turatie.
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¢) Alunecare partiala: teoria patinarii neliniare

Pentru contactul circular, atunci cand se transmite numai Qy, patinarea (fluaj) este data de

1/3
£ = _3pP(4 -230) - 1-Q« (7.58.a)
16Ga MP
si cand se transmite Qy
1/3
3 =_3uP(4-ZU) |- 1_& (7.58.b)
16Ga pP
Pentru contactul eliptic:
Q—u;%nxarccos(nx)+{l—[l+%n§j(1—n%)m} (7.59)
unde r]x :EXG/upo'
Pentru alunecare foarte mica, g — o
™ Gab
Q, =— &, (7.60)
4 1-v

Fortele de patinare au rol important in ghidarea si stabilitatea rularii rotilor vehiculelor pe sine.

Punctul de contact este astfel situat incat viteza relativa dintre sina si roata (viteza vehiculului) V; sa
aiba sensul de miscare ("inainte"). Profilul rotii este conic, astfel ca patinarea longitudinala y poate
creste cand cele doua roti ale vehiculului se deplaseaza pe raze diferite. Patinarea longitudinala este, de
asemenea, 0 consecinta a rotii motoare sau de franare.

Patinarea laterala &, creste daca in timpul inaintarii setului de roti, planul rotii face un unghi mic @ cu
axa sinei.

i e % V"L’;]ﬂ
NN\ S- 9%y
=Y | ﬁl/

Uy ¥V
< &,

J

b-w \f:b/“_'a -
— - (\/ZL//Q%A
W —j"--t»? X

/

3 ¥
Deoarece normala comuna in punctul de contact este inclinata cu unghiul A fatd de axa de rotatie,
roata are o viteza unghiulara de pivotare (spin) w,=wsin A fatd de sina.

Pentru valori reduse ale patinarilor (§y , &), se pot determina fortele de patinare Qx, Qy (rel. 7.56.a,b,c).

7.5. Rostogolirea unei bile intr-un canal

O bild intr-un sant (canal) cu sectiunea transversald de raza p reprezintd cazul frecvent al rulmentilor.
Sub actiunea fortei normale, aria de contact este o elipsa alungita in directia transversala. Punctele de
contact din zona incarcata au viteze periferice diferite care conduc la microalunecari.
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Viteza periferica a bilei:

AN V, =R -3,)= R -y’ /2R) (7.61)
ey vl Raportul de patinare
o e g(y)=1"" :‘*’R“*’yz/zR—ﬁz(l—ﬁj—i=
L o S WR wWR wWR wR ) 2R?
Lol 5 "-.__. on i
: i . t o =& -y*/2R (7.62)
P } in conditiile rostogolirii libere (fara forte tangentiale) se

disting pe aria de contact trei zone (Heathcote):

- 0 zona centrald (y mic), unde alunecarea este pozitiva;
- 2 zone laterale (y mare), unde alunecarea este negativa.

Heathcote (1921) a dezvoltat teoria alunecarii complete, prin neglijarea compliantei elastice a
bilei si a canalului. El a dedus ca rotirea bilei se face cu un moment de frecare M ,

2
M. 0,0Sub—z, (7.63)
RP R
unde b este semiaxa elipsei de contact in directie transversala

Dimensiunile suprafetei eliptice de contact (a,b) si presiunea maxima (p,) se determind cu
relatiile lui Hertz.

Rezulta:
- o regiune de "stick" (aderentd) pe muchia conducatoare, care are centrul localizat la x = -d;
- o regiune de "slip" (alunecare), pe muchia condusa.

Daca se inlocuieste coeficientul de patinare, &, = —4( -v’ )upod/ aE, 1in (7.62), rezulta

pozitia d :
i:r(y2 -y /b?) (7.64)
a

_ b*E” _ b’pE(e)

unde = =
4up R  2uaR(2p-R)

si y> =2R*€_b> (I - factor de conformitate).

-

E(e) - integrala eliptica de ordinul II
e=+1-b*/a’,b<a
¢ of /2 e
E(x)= J- (1 - x? sin? e) de
0
Zona "fard micro-alunecari" se gaseste in intervalul
y=zyb si d/a_<1, cu d determinabil din
=1 (7.64).
Pentru d/a,_ =1 are loc cea mai mare alunecare in
directia y . Determinarea marimii Y se face tindnd seama de conditia ca forta tangentiald rezultanta este
nula.

Tindnd seama ca regiunea de "aderentd" (fard micro-alunecari) este data de

d C e . " . .
—=1-—=1- (1 -Q,/ uP)l/2 ,rezultd forta tangentiala pe unitatea de latime, exercitata la "desprindere"
a a
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Q"="upla, 4 2- L= T adfa% -8 (7.6
2 a, a, 2 a\ a a
b
Pentru rostogolirea libera, forta totala de tractiune este Q = I Q"dy =0 (7.66)
-b

Aceastd conditie determind valoarea lui Yy (pozitia benzilor cu alunecarea zero) si, deci,
coeficientul (ratia) de patinare &,. Momentul rezistent la rostogolire este definit prin

M= [Q(R -y* /Ry =-[Q"(y* /R My (7.67)

si este dependent de factorul de conformitate.
Rezolvarea numerica a integralei

g =] S (7.67) se ilustreazd in figura
1 alaturata.

= [ z = '_,'f"'" ' Cand conformitatea este inchisa

x 006 — - -~ - | (p - R) sau cand coeficientul de

frecare este mic, [ este mare,
momentul rezistent la rostogolire se

— apropie de cel obtinut la alunecare
completd, dat de (7.63).

7.6. Modelul stratului elastic al
contactului cu rostogolire (modelul Winkler)

Doua corpuri elastice in rostogolire pot fi considerate ca un tor rigid, cu aceeasi curburda
principala relativa si pe care se ruleazd un strat elastic de grosime h. Acest tor rigid, “imbracat” in
stratul elastic se rostogoleste pe un strat plan rigid.

Elasticitatile celor doud materiale sunt reprezentate prin modelul stratului K, pentru compresiunea
normald s1 K, pentru forfecarea tangentiala.

Curbura si marimea elipsei de contact si presiunea de contact sunt determinate cu teoria lui Hertz.
Deplasarile tangentiale de suprafata u, si u, sunt definite de componentele tractiunii tangentiale

pring, = (K, /hJi; q, =(K,/hJa,; (Explicatie: o=¢E= %E = M(%] (7.68)

u
=g G=—*
q, =e,G =1

K
G=u,—)
. h
Astfel, stratul este in acelasi timp o "perie de sarma" si fiecare "teapd-sarmd" se poate deforma
corespunzator relatiei (7.68), independent de "vecinii" sai.
Conditiile pentru alunecare si aderenta (stick si slip) - relatiile (7.21-7.25) corespund si, impreund cu
conditia ca tractiunea este zero pe muchia conducdtoare, sunt utilizate pentru definirea distributiei
tractiunii tangentiale pe aria de contact.

Deoarece tractiunea (ec. 7.68) 1n orice punct depinde numai deplasarea din acel punct, (ecuatiile
de alunecare (ec. 7.23):
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auxl _ auxZ auyl au}’z

SX/V=EX—llJy/c+(— j; éy/V:Ey—lle/c+(a - j

0x 0x X 0x

pot fi integrate direct pentru definirea tractiunii.
Conditiile de tranzitie ale variatiei deplasarilor cu timpul trebuie urmate pas cu pas de la conditiile
initiale la cele finale.
Metoda numerica este cea mai corecta (utilizata de Kalker - 1973).

Se analizeaza prin modelul Winkler, contactul de tractiune cu rostogolire a doi cilindri (analizat
exact in §.3)
Deplasarile elastice ale ambelor suprafete sunt combinate in deplasarea u_ a stratului, astfel ca in

zona de aderenta (stick) ecuatiile (7.23) si 8, =$ =0 se reduc la:

£+ ou,

0x
, = (6Vxl -0V, )/ V - coeficient (ratia) de patinare (fluaj)

Daca se substituie u, din (7.68), u, =q, (h /K, ), rezultd o ecuatie diferentiald simpla pentru g

=§ /V=0 (7.69)

care, integratd in conditiile
qx=0 la x=-a, rezulta

q, = (K&, /h)a+x) (7.70)
In contrast cu solutie exacti , tractiunea este finitd pe muchia condusi a contactului. Forta
tangentiala totald se obtine prin integrarea a ecuatiei (7.70)

Q, = [q,d, =-K&,a’h (7.71)

Alunecarea va aparea pe muchia codusd, acolo unde presiunea tinde catre zero, dar tractiunea gy nu este
nula.
Se considera distributia parabolica a presiunii: p(x)=(K /2Rh)(a*> —x?)

Modelul Winkler

K _
le)= 57, (c):

K - modulul elastic al stratului.

Il Dar ﬁZ(X,y)z{a_Z(XaY) ptd >z
| ok 0 ptd<z
i \'..
.M'H.._ y T FF = &7 . = X’ y2
T e i_-._ ', 3 .. b ) sl Z(Xay)_ﬁ-l- 2R|l .

Deoarece u, =0 in afara zonei de contact, la limita

rezulta semiaxele a=4+20R', b=+20R".

. Kd C . VA .. . C e
Deci, p(x, y)=7(1 -x%/a® - yzbz) -distributie parabolicd (in ecuatiile hertziene - distributia

era eliptici V1-x7).

Prin integrare, rezulta sarcina totala
P =Kmnabd/2h
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3
In cazul axial simetric a =b =+/28R si P= n (Eja—.

In cazul bidimensional al cilindrilor lungi
2
=5-x*/2R=[a*>-x*)/2R  si P :E(QJ% .
O regiune de aderenti de latime 2c se extinde pana la muchia conducitoare. Intr-un punct unde
incepe alunecarea (x =2c - a),

K, 4pK |
=—¢& 2c=up = a—cjc 7.73
i 9, = bp=— (2 —c) (7.73)
. ) Se noteaza A= 2(1—c/a)=KqEXR/Kpua (7.74)
i "-:' L st e
~L Alunecare

-' ?\ Kq :fxza/h

Forta de tractiune, formata din suma tractiunilor in cele doua zone, este data prin

QX:ZT”{H&(az_Xz) Kok (a+x}x+ ] “th( —xz)’x=—uPE§7\(1—%7\+%7\2j (7.75)

2Rh
w p=2ffad
3 h

-a

"‘&\q i R

: :
y " 11
3 ur o # i
’ o i

Coeficientul de patinare &, 1n modelul .

Winkler, si anume cand are o variatie liniara,
coincide cu solutia semispatiului elastic,

: T : 2 o
modulul tangential al invelisului (fundatie, strat) K, DEKP . Cu aceasta, se poate face aproximatia

K,a/h=L1E™ (E*-modulul de elasticitate redus al celor doud materiale).

b) Contactul tridimensional

Se considerd numai patinarea longitudinald, fiecare element de patinare ("dezlipire") este
paralel cu axa x si se poartd analog cazului bidimensional analizat anterior. Tractiunea creste liniar de
la zero pe muchia conducatoare pana la valoarea pp, cand incep alunecdrile. Dacd alunecarea este
prevenitd, integrand tractiunea pe intreaga elipsa de contact (semiaxele a,b), rezulta
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8ab( K a
=— 7.76
Q=73 [ N JEX (7.76)
Comparand cu rezultatul exact (ec. 7.56, Q, =C, ,Gab¢ ), modulul tangential al stratului K,
este
K. 3 3 0 oy . y .
D = gGC11 = 3 (1 - U)E C,,, cu valorile lu1 Cy; date in tabelul alaturat relatiei (7.56). Analog pentru

patinarea laterala (se inlocuieste C;; cu Cp;). Pentru spin (pivotare) =

K a 4 b 1/2
1;] :1—_[(;) (I_U)EDCB .




