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 7. FRECAREA DE ROSTOGOLIRE [A6, A7, A12] 
 
 7.1. Micro-alunecări şi patinare  
 
 S-a definit rostogolirea ca viteza unghiulară a mişcării dintre două corpuri în contact, în jurul ,          
unei axe din planul tangent comun. 

       În sistemul de referinţă un punct are vitezele V1 şi 
V  . 

S
n
n
ş

2
       Corpurile pot avea vitezele unghiulare ωz1, ωz2 în 
jurul normalei comune de contact. 
        Dacă V1 şi V2  nu sunt egale, rostogolirea  este 
însoţită de alunecare şi dacă ωz1, ωz2 nu sunt egale, 
rostogolirea este acompaniată de spin. 
        Când rostogolirea nu este însoţită de alunecare 
sau spin, mişcarea se consideră de "rostogolire pură". 
        Dacă prin contact se transmite numai o forţă 
normală, forţa tangenţială (Q = 0), se consideră 
mişcarea de "rostogolire liberă", iar dacă Q ≠ 0, 
mişcare de "rostogolire cu tracţiune". 
 

a) Micro-alunecări 
e consideră iniţial numai influenţa deformaţiei elastice asupra contactului cu rostogolire. Forţa 
ormală produce o arie finită determinată cu teoria lui Hertz. În zona de contact, în funcţie de forţa 
ormală P , tangenţială Q (de tracţiune) şi forţa de frecare (µ P), pot apărea micro-alunecări (microslip) 
i microprinderi (microstick). 

- Tracţiunea tangenţială pe fiecare suprafaţă: 
     q  (x,y) = - q  (x,y)       (7.1) 
1 2
- Deplasările normale, determinate de această tracţiune, sunt 
proporţionale cu (1 - 2υ) / G : 

          ( ) ( )y,xu
21

G
y,xu

21
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2z
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υ−
−=

υ−
                  (7.2) 

- Pentru frecarea de alunecare, se acceptă legea Amonton : 

      
( )
( ) µ==

P
Q

y,xp
y,xq

 = coeficient de frecare (static sau 

cinetic). 
 

 În puncele în care ( ) ( )y,xpy,xq µ≤  - nu 
există alunecare (regim cu stick). 
 În punctele în care ( ) ( )y,xpy,xq µ>  - 
apare alunecarea. 
    Două puncte A1, A2 de pe faţa de contact, înainte 
de alicarea forţei tangenţiale Q,  coincideau. 
    Două puncte din interiorul corpurilor T1 şi T2 sub 
forţa tangenţială Q s-au deplasat rigid cu deplasările 
δx1 , δy1  şi  δx2 , δy2 . 
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    Punctele de pe suprafaţă  A1 şi A2  se deplasează relativ faţă de  T1  şi  T2  cu  1y1x u,u   şi  2y2x u,u . 
 
 
 Dacă se notează deplasările absolute ale punctelor  A1  şi  A2   faţă de  0  cu  sx1, sy1  şi  sx2, sy2, 
atunci componentele alunecării între A1  şi  A2  sunt: 

( ) ( ) ( ) ( )2x1x2x1x2x2x1x1x2x1xx uuuusss δ−δ−−=δ−−δ−=−=        (7.3) 
 În zona cu "prinderi" (stick),   sx = 0,  sy = 0 ( )x2x1x2x1x uu δ≡δ−δ=− . 
 
 Cazuri particulare 
a1) Contactul bidimensional al cilindrilor 
 a11) Fără alunecare 
 Se consideră doi cilindri în contact cu axele paralele în direcţia y, comprimaţi cu forţa P pe 
unitatea de lungime şi forţa tangenţială Q pe unitatea de lungime Q < µ P şi care este aplicată succesiv. 

   Se consideră că forţa Q nu modifică mărimea 
suprafeţei de contact. În orice punct din zona de contact,  

 

 
 
 
t

î
D
n

 
o
 

c
 

           x2x1x uu δ=−  = ct ,     axa ≤≤−                (7.4) 
    Presiunea normală p(x) este determinată de ecuaţia 
lui Hertz. 
   Distribuţia tangenţială a tensiunilor trebuie să fie 
astfel încât deformaţiile δx = ct. 
   Un semispaţiu elastic se deformează constant dacă 

               ( ) ( ) 2/122 xa
Qxq
−π

=         (7.5) 

 
 

În punctele x = ± a,  q(x) → ∞. Deci, pentru a fi satisfăcută condiţia de "prindere" (stick)  
( ) ( )xpxq µ≤ , ar trebui ca ∞→µ .Ca atare, este posibil ca pe muchia de contact să fie alunecare. 

 
a12  Cilindri cu alunecare parţială (metoda Cattaneo şi Mindlin). 
Dacă forţa tangenţială este mai mare decât valoarea limită µ P, corpurile alunecă relativ şi 

racţiunea tangenţială este 
( ) ( )22

o a/x1px'q −µ=       cu     a/P2po π= ,    (7.6) 
n care P este forţa normalăpe unitatea de lungime. 
eplasările tangenţiale în interiorul suprafeţei de contact pot fi determinate prin analogie cu distribuţia 
ormală tangenţială. Dacă nu apare alunecare în jurul originii (x = 0), se poate scrie : 

( ) 1
2

o
2
11x1x aE/xp1''u µυ−−δ=                (7.7.a) 

( ) 2
22

222 1 aE/xp''u oxx µυ−+δ−=               (7.7.b) 
Condiţia (7.4), ( )ctuu 2x1x =− , este satisfăcută de (7.7.a) şi (7.7.b) numai în origine (x = 0). În 

rice alt punct condiţia (7.4) nu este satisfăctă şi suprafeţele trebuie să alunece. 
Se cosideră o distribuţie de tracţiune adiţională 

( ) ( ) 2/122
o c/x1p

a
cx''q −µ−=                  (7.8) 

e acţionează în zona  cxc ≤≤−   (c< a). 
Deplasarea tangenţială produsă de această tracţiune în zona  cxc ≤≤−   este 
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( ) 1
2

o
2
11x1x cE/xp

a
c1''''u µυ−+δ−=             (7.9) 

 Suprapunând cele două tracţiuni q'  şi  q'' , deplasarea totală în zona centrală  ( cxc ≤≤− ) este 
constantă: 

ct'''''u'uu 1x1x1x1x1x1x =δ=δ+δ=+=      
 Analog, pentru cea de-a doua suprafaţă 

      2x2xu δ−=  
      
    Se observă că distribuţia totală  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } pa/xcxapx''qx'qxq //

o µ≤−−−µ=+= 21222122  
 
satisface condiţia de evitare a alunecării numai în zona  
- c ≤ x ≤ c.  
     În cele două zone periferice  axc ≤≤  există alunecare. 
      
     Mărimea zonei de "prindere" (stick): 
 
 

( ) ( ) ( ) P
a
cPdxx''qdxx'qdxxqQ 2

2c

c

a

a

a

a

µ−µ=+== ∫∫∫
−−−

   (7.10) 
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







µ

−=⇒                (7.11) 

 a2) Contactul sferic 
 a21) Fără alunecare 
 Sub sarcina normală, aria circulară de contact este determinată cu relaţiile lui Hertz. 
Dacă se aplică o forţă tangenţială Q paralelă cu axa x, deplasările tangenţiale sunt paralele cu axa x. 
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Distribuţia tangenţială care produce o deplasare tangenţială uniformă a semispaţiului  elastic este de 
forma 

( ) ( ) 2/122
ox a/r1qrq −−= ,    unde   2

xo a2/Qq π=         (7.12) 

 Deplasarea este  ( ) aq
G

u ox
4
2 υ−π=

−
           (7.13) 

astfel că   






 υ−
+

υ−
=−=δ

2
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1

1x
2x1xx G

2
G

2
a8

Q
uu  , G1 şi G2  =  modulele de elasticitate 

transversală. 
În punctele  r = a,  qx → ∞,  deci microslipul este inevitabil pe muchia de contact. 
  

a22 Cu alunecare 
 Dacă alunecarea are loc 
                  ( ) ( ) ( ) 21221 /

o a/rpy,xPy,x'q −µ=µ=                                                                   (7.14) 
Deplasările tangenţiale în interiorul cercului de contact (r ≤ a) sunt date 
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de ecuaţia   ( ) ( ) ( ){ }υ−+υ−+υ−
πµ

= 34424
32

22 xa
Ga
p

'u o
x  (7.15.a)                   

şi yx
Ga
p

'u o
y υ

πµ
= 2

32
                                                      (7.15.b) 

 
 
Se consideră o nouă distribuţie de tracţiune 

             ( ) ( ) 2/122
o c/r1p

a
cy,x''q −−=                                                 (7.16) 

e acţionează în interiorul cercului  r ≤ c; deplasările tangenţiale, prin analogie cu (7.15), sunt 

( ) ( ) ( ){ }222 34424
32

yxc
Gc
p

a
c''u o

x υ−+υ−+υ−
πµ

−=  ; 
Gc
p

a
c''u o

y 32
πµ

−= ;         (7.17) 

Deplasarea totală în interiorul cercului, r ≤ c, este 

                       ( )( ) ctca
Ga
p

'u o
x =−υ−

πµ
= 222
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





 υ−
+υ−µ=δ         pentru r ≤ c        (7.18) 

Mărimea zonei de "stick" se obţine din condiţia de echilibru mecanic: 

( )∫ ∫ −=−=
a

o

c

x acPrdrqrdrqQ 33

0

'' /12''2 µππ        şi  
3/1

P
Q1

a
c









µ

−=     (7.19) 

b)  Patinare 
O diferenţă între deformaţiile tangenţiale ale corpurilor din zona de prindere ("stick") conduce 

a alunecări mici aparente şi care se numesc patinare. 
Modul în care patinarea apare se poate aprecia prin exemplul unei roţi deformabile ce se 

ostogoleşte pe un plan rigid. Din cauza deformaţiei, deformaţiile tangenţiale din roată sunt de 
ntindere, suprafaţa roţii fiind întinsă, în timp ce se găseşte în contact cu planul rigid. Roata se 
omportă la o rotaţie completă, ca şi când ar avea o lungime mai mare decât atunci când ar fi 
edeformabilă. 
aportul dintre lungimea nedeformată şi cea deformată este numit raţie (raport) de patinare. 
cest fenomen de patinare a fost descris de Reynolds (1875) printr-un exemplu ilustrativ: 
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 Un cilindru din cauciuc, deformat, se rostogoleşte pe o suprafaţă plană metalică la o rotaţie 
completă, mai mult decât dacă cilindrul este din metal şi se deplasează pe un covor de cauciuc. 
Explicaţia se dă prin existenţe în zona de contact a microalunecărilor şi microprinderilor. 
 Condiţiile de limită pe care trebuie să le satisfacă zona de contact. 

   Se consideră că rostogolirea se produce în jurul axei  y ; în 
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v

 

a
 
 

u

lipsa deformării şi a alunecării, particulele materiale ale fiecărei 
suprafeţe se deplasează în direcţia  x  cu viteza comună  V , 
numită viteza de rostogolire. 
   În plus, corpurile pot avea vitezele unghiulare  ωz1  şi  ωz2  şi, 
deci, poate rezulta şi mişcarea de spin (pivotare). 
   Aplicarea tracţiunilor tangenţiale şi deformaţia introduc 
vitezele de fluaj  δV1   şi   δV2 ; fiecare are componente în 
ambele direcţii  x  şi  y , care sunt mici în comparaţie cu viteza 
de rostogolire  V . Viteza unui element de material este, de 
asemenea, influenţată de starea de deformaţii. Dacă 
componentele deplasării tangenţiale elastice într-un punct de pe 

uptafaţă (x, y) sunt   ( )t,y,xu x   şi ( )t,y,xu y  , atunci viteza "zonei nedeformate" se modifică prin 
omponentele 

x
uV

dt
ud xx

∂
∂

=           şi         (7.20.a) 

     
t

u
x
u

V
dt
ud byy

∂
∂

+
∂
∂

=      (7.20.b) 

Deci, viteza rezultantă într-un punct de pe suprafaţa de contact este 

( )
t

u
x

u
VyVVy,xV xx

zxx ∂
∂

+
∂
∂

+ω−δ+=           şi   (7.21.a) 

  ( )
t

u
x

u
VxVy,xV yy

zyy ∂
∂

+
∂
∂

+ω+δ=     (7.21.b) 

Vitezele "micro-slipului" între punctele de contact, pentru rostogolirea deplină (deformaţiile nu 
ariază în timp) 

( ) =−≡ 2x1xx vvy,xs&  

  ( ) ( ) 







∂
∂

−
∂
∂

+ω−ω−δ−δ=
x

u
x

u
VyVV xx

zzxx
21

2121    (7.22.a) 

nalog  ( ) 2y1yy vvy,xs −≡&          (7.22.b) 
Pentru contactul eliptic cu semiaxele  a  şi  b , se poate scrie 









∂
∂

−
∂
∂

+ψ−ξ=
x

u
x

u
c/yV/s 2x1x

xx&      (7.23.a) 

   



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



∂
∂

−
∂
∂

+ψ−ξ=
x

u
x

u
c/xV/s 2y1x

yy&      (7.23.b) 

nde ( ) V/VV 2x1xx δ−δ≡ξ        şi       ( ) V/VV 2y1yy δ−δ≡ξ     sunt rapoartele de patinare; 

( ) V/c2z1z ω−ω=ψ    este parametrul de spin (pivotare),   abc =  . 
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 În regiunea de "prindere" (stick) 

0ss yx == &&                  (7.24) 
        şi       ( )( ) ( )y,xPy,xq µ≤  

 În regiunea de alunecare 
( ) ( )y,xpy,xq µ=  

şi ( )
( )

( )
( )y,xs

y,xs
y,xq
y,xq

.

&
=      (7.25) 

 Exemplu de patinare şi micro-alunecare în contactul de rostogolire �  
Transmisia cu curele elastice 
     Fie   M  momentul de torsiune ce trebuie transmis    ⇒      T1 = T0 + t      şi      T2 = T0 - t 

            T1 - T2 = 2t = M/R 

     
0

0

2

1

RT2/M1
RT2/M1

T
T

e
−
+

==µφ  

    Unde este situat arcul de alunecare pe fiecare roată ? 
 

 
 
Tensiunile de tracţiune din curea vor întinde cureaua şi o vor alungi relativ elastic (legea Hooke) 

   ε = λT,                                                  (7.26) 
unde λ este E/A (E- modulul de elasticitate longitudinală, 
A � secţiunea curelei). 

Astfel, un element de lungime   dx   va avea lungimea 
         dl = (1 + ε) dx    (7.27) 

Viteza elementului        ( ) ( )VT1
dt
dx1

dt
dlv λ+=ε+== ,    

(7.28) 
în care  V = dx / dt  este viteza de "întindere" a curelei. 
 Această viteză este mai mare în ramura conducătoare (întinsă) a curelei (v1) decât în cea 
condusă (v2). 
Raţia (raportul) de  patinare pentru transmisie 

     
( ) ( ) R/MTT

V
vv

V
R

21
2121 λ=−λ=

−
=

ω−ω
≡ξ      (7.28�) 
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Pierderea de putere are loc în zona de alunecare prin disiparea prin frecare. 
 
 7.2. Rostogolirea liberă a corpurilor cu proprietăţi elastice diferite 
 
 a) Cilindri cu axe paralele 
 
 Cilindrii sunt apăsaţi cu forţa P pe unitatea de lungime. Presiunea şi aria de contact se determină 
cu relaţiile lui Hertz. 
 Din teoria elasticităţii 

( )( ) ( ) ( ) ( )ds
sx

sa
E

12xp
E

121
x

u a

b

2
x ∫

− −π
υ−−υ+υ−−=

∂
∂

 

 
 
 Considerând că frecarea este suficient de mare pentru a îm

    ( ) ( )
x

a

a

E
2
1ds

sx
sqxp ξπ=
−

+πβ ∗

−
∫   = constant, 

        cu     
( ){ } ( ){
( ){ } ( ){




υ−+υ−
υ−−υ−

≡β
211

211

G/1G/1
/21G/21

2
1

 Tracţiunea care satisface condiţia (7.9) este 
 

( ) ( )
xa
xalna/x1p

x
xq 2/122

o −
+−β=                                    

 
şi R/aE/pox πβ=πβ=ξ ∗ 24                                    
 
    Se analizează posibilitatea de alunecare. 

    Raportul ( )
( ) ∞→
xp
xq    pentru  x = ± a, deci alunecarea este inev

  
 Pentru cazul extrem, când coeficientul de frecare este mic

asupra deformaţiei elastice. În această situaţie,     (1
x

u x −−≈
∂
∂

hertziană. Cu această precizare, rezultă viteza de alunecare 

( )( ) 2/122
x

x a/x1R4/a
V
s

−β−ξ=
&

 

Dacă raţia (raportul) de patinare   ξx   are o valoare pozitivă, atun
muchia de contact şi negativă în centru. 
Tracţiunea de frecare   ± µ p(x),  deşi mică, poate schimba sensul
faţă de origine. 
Poziţia acestor puncte şi, implicit valoarea lui  ξx , este determ
liberă forţa tangenţială este zero. Această cerinţă este îndeplinită p

ξx = 0,914 βa / R  
 În funcţie de raportul (β / µ), între alunecarea completă ş
stick (prindere) ce separă trei regiuni în care alunecarea are sensur
piedica alunecarea  ⇒ 

 axa ≤≤−      (7.29) 

}
} 




2

2G
 

       (7.30) 

       (7.31) 

itabilă. 

, efectul tracţiunii tangenţiale este mic 
)( ) ( )xp

E
12 υ+υ    cu   p(x)  distribuţia 

      (7.32) 

ci viteza de alunecare este pozitivă pe 

 de alunecare în două puncte simetrice 

inată din condiţia că în rostogolirea 
entru  x = ± 0,404 a,   astfel că 

      (7.33) 
i fără alunecare există două regiuni de 
i alternante. 
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Disiparea energie
(rostogolire) a cili

 
b) Rostogolirea li
 
 Se conside
distribuţiei presiun
În aceste condiţii 

∂
∂

x
u

Tensiunea tangenţ

 
 7.3. Rostog
 
Este cazul roţilor 
forţa transmisă est
Se doreşte detremi
i din zonele de alunecare (slip) contribuie la momentul rezistent la rotaţie 
ndrilor (M). 

   Reynolds a prezis că rezistenţa la rostogolire este mică atunci 
când  µ  este mare, deoarece microalunecările sunt esenţiale şi 

este, din nou, mică atunci când  µ  este mic, deaoarece forţele de 
frecare sunt foarte mici. 
   Rezistenţa la rostogolire este maximă când     µ ≈  β / 5             

                                                               (µ / β  ≈ 0,2). 
 
 

beră a sferelor 

ră iniţial că nu există alunecare şi se neglijează influenţa tracţiunii tangenţiale asupra 
ii normale. 

=ξ−=
∂
∂

− x
2x1x

x
u  ct;  =ξ−=

∂
∂

−
∂
∂

x
2y1y

x
u

x
u

 ct = - ξy 

ială q (x,y), care satisface aceste condiţii, are expresia 

( ) ( ) ( ) 



















−
+

−
+−−

π
β

= ∫
a

r
2/122

2
2/122o dt

rt
rtln

rt
t

r
1ra

r
ap

rq      (7.34) 

        şi   R/ax πβ=ξ         (7.35) 

olirea cu tracţiune a cilindrilor elastici 

motoare ale vehiculelor.Se consideră cilindrii cu aceleaşi proprietăţi elastice şi că 
e mai mică decât limita de frecare. 
narea zonelor cu alunecare şi cu prindere (aderenţă, stick). 
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Condiţiile  (q (x, y)) = µ p (x, y)  - condiţia de alunecare  -  şi     ( )
( )

( )
( )y,xs

y,xs
y,xq
y,xq

&

&
−=  - direcţia 

tensiunilor tangenţiale este opusă ca sens vitezei de alunecare  -  sunt satisfăcute dacă 

( ) ( ) 2/122
o a/x1px'q −µ=   ,   ( ) 2/122

o c/x1p
a
c''q −µ=          (7.36) 

şi ( ) xp
aE

12
x
'u

o

2
x µυ−−=

∂
∂

⇒  , ( ) ( )dxp
cE

12
a
c

x
''u

o

2
x +µυ−=

∂
∂

    (7.37) 

 Deci, în interiorul zonei    - a ≤ x ≤ c - d 
( ) dp

aE
12

x
u

o

2
x µυ−=

∂
∂

  = constant       (7.38) 

 În această zonă, raţia (raportul) de fluaj (patinare) este 
( ) aE/dp14 o

2
x µυ−−=ξ        (7.39) 

 Lăţimea zonei de stick (adeziune, prindere) este determinată de mărimea forţei tangenţiale. 
 

( ) 2/1/111 PQcd µ−−=−=                      (7.40) 

E
R
al
În
re

R

R

C

 
 
 
 

aa

şi          ( ){ }2/1/11 PQ
R
a

xx µµξ −−−=        (7.41) 

 
fectul forţei de tracţiune, deşi mică, determină microalunecări pe muchia de tracţiune a suprafeţei. 
egiunea de alunecare se întinde în faţa cilindrilor, astfel că,  la o anumită forţă tangenţială  Q = µP, 
unecarea este totală. 
 cazul unei frecări mari, Q / µP   este foarte mic, regiunea de alunecare pe muchia de tracţiune se 
duce foarte mult şi distribuţia tracţiunii tangenţiale este 

( ) ( ) P
Q

xa
xa

2
p

xq x
2/122

o ⋅
−
+=         (7.42) 

aportul (raţia) limită al patinării este 
  RP2/aQxx =ξ         (7.43) 

ata energiei  disipate (viteza de disipare), ca urmare a forţei de tracţiune, este   
RP2/VaQVQW 2

xxx =ξ=&         (7.44) 
ând forţa tangenţială acţionează în direcţia y (axa cilindrilor), analog se deduce 

( )( ){ }21

21
1111 /

yoy P/Qp
GG

µ−−µ







+−=ξ        (7.45) 
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7.4. Rostogolirea cu tracţiune şi spin a corpurilor tridimensionale 
 
 Corpurile tridimensionale, în contactul cu rostogolire, transmit forţe tangenţiale  Qx  în direcţie 
longitudinală şi  Qy  în direcţie transversală, în timp ce viteza unghiulară în jurul axei normale comune 
de contact    02z1zz ≠ω−ω≡ω∆ . 
Mişcarea de spin tinde să răsucească interfaţa de contact şi conduce la creşterea tracţiunii şi 
microalunecării. 
Contactul se consideră eliptic. Se acceptă apriori că în zonele cu alunecare şi prindere (stick, aderenţă) 
sunt îndeplinite condiţiile (7.25): 

0ss yx == &&      şi     ( ) ( )y,xpy,xq µ≤     -   zona de "stick" 
( )
( )

( )
( )y,xs

y,xs
y,xq
y,xq

&

&
−=      şi      ( ) ( )y,xpy,xq µ=     -  zona de "slip" 

Se analizează următoarele situaţii, funcţie de mărimea coeficientului de frecare la alunecare (µ). 
 
 a) Neglijarea alunecării (µµµµ →→→→ ∞∞∞∞) : teoria patinării liniare 
 
Pentru simplificare, se consideră că pe un contact circular se transmite o forţă tangenţială  Qx  şi 
tracţiunea are expresia  

( ) ( ) 2/1222
x

x
ra
xa

a2
Q

y,xq
−
+⋅

π
=         (7.46) 

Deplasările tangenţiale în interiorul cercului de contact (r ≤ a), produse de această tracţiune, sunt: 
( ) 0

y
u

;
Ga32

34Q
x

u y
2

x =
∂
∂υ−=

∂
∂  (nu există deformaţie pe direcţia y, Qy = 0)    (7.47) 

şi care respectă condiţiile de a nu apărea alunecarea. 
Raţia (raportul) de patinare este 
 
 

0;Q
Ga16

34
yx2x =ξυ−−=ξ              (7.48) 

 Analog, pentru o forţă tangenţială în direcţia y, Qy 

    ( ) ( ) 2/1222
y

y
xa

xa
a2

Q
y,xq

−
+⋅

π
=                                          (7.49) 

  rezultă   
( )

0;
Ga16

Q4
x2

y
y =ξ

υ−
−=ξ                  (7.50) 

Ca urmare a asimetriei tracţiunii qy (x,y), se exercită un moment de pivotare în jurul punctului 0 

            ( ) y
43
16aQ

3
1M yz ξ

υ−
=−=                                          (7.51) 

 În cazul pivotării pure, distribuţiile tracţiunii, care satisfac condiţiile de a nu apărea alunecarea, 
sunt 

( )
( )

( )
( ) 2/122x

ra
a/yxa

233
3G8q

−
+ψ

υ−π
υ−=  şi ( )

( )
( )

( ) 2/122

222

y
ra

a/yaxx2a
233

1G8q
−

−−−ψ
υ−π
υ−=   (7.52) 

cu ( ) V/c2z1z ω−ω=ψ  şi abc =   - parametrul de "spin" sau pivotare. 



 7. Frecarea de rostogolire 

 

122
 Aceste tracţiuni corespund unei forţe rezultante nule,   Qx = Qy = 0,   dar determină un moment 
rezultant ce se opune mişcării de spin 

                 ( )
( ) ψ

υ−
υ−= 3

z Ga
23q

232M                               (7.53) 

 Când gradientul deplasărilor determinate de tracţiunile (52) respectă condiţiile "fără alunecare", 
rezultă raţiile (rapoartele) de patinare 

                 ( )
( )ψυ−

υ−=ξ=ξ
233

220 yx ;                                        (7.54) 

 Pentru contactul eliptic , Kalker (1964) a utilizat următoarea distribuţie a tracţiunii 

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 21221
/nm

nm b/ya/xb/ya/xAy,xq −−=               (7.55) 
 S-au dedus următoarele trei ecuaţii liniare de fluaj (patinare): 

;C
Gab
Q

x11
x ξ=   ψ+ξ 23y22

y CC
Gab
Q

 ;  
( )

ψ+ξ= 33y322/3
z CC

abG
M

   (7.56) 

în care  C11 ,  C22 ,  C23 ,  C32 ,  C33   sunt coeficienţi adimensionali, deduşi teoretic: 
 

 Elipticitatea -C11 -C22 C23 = -C32 -C33 

0,2 3,56 2,65 0,62 4,68 
0,4 3,72 2,91 0,83 2,42 
0,6 3,90 3,17 1,04 1,74 
0,8 4,08 3,46 1,27 1,32 

)∗

b
a  

1,0 4,29 3,73 1,50 1,18 
0,8 4,58 4,11 1,82 1,01 
0,6 4,99 4,65 2,29 0,86 
0,4 5,80 5,59 3,27 0,70 a

b  

0,2 7,93 8,45 6,76 0,57 
 

   *)   a   -  este semiaxa elipsei în direcţia de rostogolire. 
 
b) Alunecare completă 
 
 În cazul extrem, când fluajul şi pivotarea sunt mari iar coeficientul de frecare este mic, 
deformaţiile elastice determinate de tracţiunea tangenţială sunt mici.  În expresiile (23.a,b), termenii 
deplasărilor elastice se neglijează, astfel că numai într-un punct P (xP, yP) (polul pivotării, "spinului") 

y/a/x yP ξ−=  şi ψξ= /a/y xP                     

 
p
r

(7.57) 
   Deoarece deformaţia elastică în planul x - y este neglijată, 
mişcarea relativă a suprafeţei comprimate este aceea a unui rigid 
în rotaţie cu viteza unghiulară  ωz1 - ωz2  în jurul polului pivotării  
P . 
   Într-un punct oarecare A(x,y), tracţiunea tangenţială rezultantă 
q(x,y) are mărimea µ p(x,y) în direcţie perpendiculară pe linia 
PA. 

  Forţele Qx, Qy  şi momentul Mz  corespund unei combinaţii de fluaj şi alunecare ce pot fi determinate 
rin integrare numerică. Interacţiunea între pivotare şi tracţiune joacă un rol important în contactul cu 
ostogolire al variatoarelor de turaţie. 
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 c) Alunecare parţială: teoria patinării neliniare 
 
 Pentru contactul circular, atunci când se transmite numai Qx, patinarea (fluaj) este dată de 

( )




















µ

−−υ−µ−=ξ
3/1

x
2x P

Q
11

Ga16
34P3      (7.58.a) 

şi când se transmite  Qy 

( )




















µ

−−υ−µ−=ξ
3/1

y
2y P

Q
11

Ga16
4P3      (7.58.b) 

 Pentru contactul eliptic: 

( ) ( )








η−





 η+−+ηη=

µ
2122 1

2
111

2
3 /

xxxx
x arccos
P

Q              (7.59) 

unde oxx p/G µξ=η . 
 Pentru alunecare foarte mică,  µ → ∞ 

                                    x

2

x 1
abG

4
Q ξ

υ−
π=               (7.60) 

Forţele de patinare au rol important în ghidarea şi stabilitatea rulării roţilor vehiculelor pe şine. 
Punctul de contact este astfel situat încât viteza relativă dintre şină şi roată (viteza vehiculului)  V1  să 
aibă sensul de mişcare ("înainte"). Profilul roţii este conic, astfel că patinarea longitudinală ξx poate 
creşte când cele două roţi ale vehiculului se deplasează pe raze diferite. Patinarea longitudinală este, de 
asemenea, o consecinţă a roţii motoare sau de frânare. 
Patinarea laterală  ξy  creşte dacă în timpul înaintării setului de roţi, planul roţii face un unghi mic  φ  cu 
axa şinei. 

 
Deoarece normala comună în punctul de contact este înclinată cu unghiul  λ  faţă de axa de rotaţie, 
roata are o viteză unghiulară de pivotare (spin)  ωz = ω sin λ  faţă de şină. 
Pentru valori reduse ale patinărilor (ξx , ξy), se pot determina forţele de patinare Qx, Qy (rel. 7.56.a,b,c). 
  
7.5. Rostogolirea unei bile într-un canal 
  
O bilă într-un şanţ (canal) cu secţiunea transversală de rază  ρ  reprezintă cazul frecvent al rulmenţilor. 
Sub acţiunea forţei normale, aria de contact este o elipsă alungită în direcţia transversală. Punctele de 
contact din zona încărcată au viteze periferice diferite care conduc la microalunecări. 
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   Viteza periferică a bilei: 

( ) ( )R2/yRRV 2−ω≈δ−ω=                 (7.61) 

-
-
 
b

 
 
r
 
-
-
 
p

 

u

d
n
 

z1

   Raportul de patinare 

( ) =−







ω

−=
ω

−
ω
ω−ω=

ω
−

=ξ
2

2
22

2
21

2
12

R
y

R
V

R
V

R
R/yR

R
VV

y

  
                           R2/y2

o −ξ=           (7.62) 
   În condiţiile rostogolirii libere (fără forţe tangenţiale) se 
disting pe aria de contact trei zone (Heathcote): 
 

 o zonă centrală (y  mic), unde alunecarea este pozitivă; 
 2 zone laterale (y  mare), unde alunecarea este negativă. 

Heathcote (1921) a dezvoltat teoria alunecării complete, prin neglijarea complianţei elastice a 
ilei şi a canalului. El a dedus că rotirea bilei se face cu un moment de frecare  M , 

2

2

R
b08,0

RP
M µ= ,                                                                                                        (7.63) 

 unde  b  este semiaxa elipsei de contact în direcţie transversală                      
Dimensiunile suprafeţei eliptice de contact (a,b) şi presiunea maximă (po) se determină cu 

elaţiile lui Hertz. 
Rezultă: 

 o regiune de "stick" (aderenţă) pe muchia conducătoare, care are centrul localizat la  x = -d; 
 o regiune de "slip" (alunecare), pe muchia condusă. 

Dacă se înlocuieşte coeficientul de patinare,         ( ) aE/dp14 o
2

x µυ−−=ξ ,    în  (7.62), rezultă 
oziţia  d : 

                                 ( )222 b/y
a
d −γΓ=          (7.64) 

nde    ( )
( )R2aR2

eEb
Rp4

Eb 2

o

2

−ρµ
ρ=

µ
=Γ

∗

    şi    2
o

22 bR2 ξ=γ       (Γ - factor de conformitate). 

 
E(e) - integrală eliptică de ordinul II 
           ab,a/b1e 22 <−=  

    ( ) ( ) deesinxxE /
/

2122
2

0

1−= ∫
π

 

   Zona "fără micro-alunecări" se găseşte în intervalul 
by γ±=    şi     1a/d x < ,  cu  d  determinabil din 

(7.64). 
   Pentru 1a/d x =  are loc cea mai mare alunecare în 

irecţia y . Determinarea mărimii γ se face ţinând seama de condiţia că forţa tangenţială rezultantă este 
ulă. 

Ţinând seama că regiunea de "aderenţă" (fără micro-alunecări) este dată de 

( ) 2/1
x P/Q11

a
c1

a
d µ−−=−= ,rezultă forţa tangenţială pe unitatea de lăţime, exercitată la "desprindere" 
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





 −µπ=








−µπ= ∗∗

a
d

a
a

2
a
dap

2a
d2

a
dap

2
Q x

o
xx

xo       (7.65) 

 Pentru rostogolirea liberă, forţa totală de tracţiune este 0dyQQ
b

b

== ∫
−

∗                 (7.66) 

 Această condiţie determină valoarea lui  γ  (poziţia benzilor cu alunecarea zero) şi, deci, 
coeficientul (raţia) de patinare  ξo. Momentul rezistent la rostogolire este definit prin 

( ) ( )dyR/yQdyR/yRQM 2
b

b

2
b

b
∫∫
−

∗

−

∗ −=−=       (7.67) 

şi este dependent de factorul de conformitate. 
   Rezolvarea numerică a integralei 
(7.67) se ilustrează în figura 

c
 
p
s
E
n
C
D

p

 

A
c
C
c
t
 
d

alăturată. 
   Când conformitatea este închisă 
(ρ → R) sau când coeficientul de 
frecare este mic,  Γ este mare, 
momentul rezistent la rostogolire se 
apropie de cel obţinut la alunecare 
completă, dat de (7.63). 
 
 
 
  
 
 
 
7.6. Modelul stratului elastic al 

ontactului cu rostogolire (modelul Winkler) 
Două corpuri elastice în rostogolire pot fi considerate ca un tor rigid, cu aceeaşi curbură 

rincipală relativă şi pe care se  rulează  un strat elastic de grosime  h. Acest tor rigid, �îmbrăcat� în 
tratul elastic se rostogoleşte pe un  strat plan rigid. 
lasticităţile celor două materiale sunt reprezentate prin modelul stratului  Kp  pentru compresiunea 
ormală şi  Kq pentru forfecarea tangenţială. 
urbura şi mărimea elipsei de contact şi presiunea de contact sunt determinate cu teoria lui Hertz. 
eplasările tangenţiale de suprafaţă  xu   şi  yu    sunt definite de componentele tracţiunii tangenţiale 

rin ( ) ;uh/Kq xqx =  ( ) ;uh/Kq yqy =   ( Explicaţie: 





∆=∆=ε=σ

L
EE

L
E l

l     (7.68) 

     
h

K
uG

L
u

Gq q
x

x

x
xx ==ε= ) 

stfel, stratul este în acelaşi timp o "perie de sârmă" şi fiecare "ţeapă-sârmă" se poate deforma 
orespunzător relaţiei (7.68), independent de "vecinii" săi. 
ondiţiile pentru alunecare şi aderenţă (stick şi slip) - relaţiile (7.21-7.25) corespund şi, împreună cu 
ondiţia că tracţiunea este zero pe muchia conducătoare, sunt utilizate pentru definirea distribuţiei 
racţiunii tangenţiale pe aria de contact. 

Deoarece tracţiunea (ec. 7.68) în orice punct depinde numai deplasarea din acel punct, (ecuaţiile 
e alunecare (ec. 7.23): 
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;
x

u
x

u
c/yV/s 2x1x

xx 







∂
∂

−
∂
∂

+ψ−ξ=&   







∂
∂

−
∂
∂

+ψ−ξ=
x

u
x

u
c/xV/s 2y1y

yy&  

pot fi integrate direct pentru definirea tracţiunii. 
Condiţiile de tranziţie ale variaţiei deplasărilor cu timpul trebuie urmate pas cu pas de la condiţiile 
iniţiale la cele finale. 
Metoda numerică este cea mai corectă (utilizată de Kalker - 1973). 
 Se analizează prin modelul Winkler, contactul de tracţiune cu rostogolire a doi cilindri (analizat 
exact în §.3) 
Deplasările elastice ale ambelor suprafeţe sunt combinate în deplasarea  xu   a stratului, astfel că în 
zona de aderenţă (stick) ecuaţiile (7.23) şi 0ss yx == &&   se reduc la: 

0V/s
x

u
x

x
x ==

∂
∂+ξ &         (7.69) 

  ( ) V/VV r1xx δ−δ≡ξ - coeficient (raţia) de patinare (fluaj) 
 Dacă se substituie xu  din (7.68),  ( )qxx K/hqu = , rezultă o ecuaţie diferenţială simplă pentru qx 
care, integrată în condiţiile 
qx = 0   la   x = -a,  rezultă 

( )( )xah/Kq xqx +ξ−=        (7.70) 
 În contrast cu soluţie exactă , tracţiunea este finită pe muchia condusă a contactului. Forţa 
tangenţială totală se obţine prin integrarea a ecuaţiei (7.70) 

haKdqQ 2
xqx

a

a
xx ξ−== ∫

−

        (7.71) 

Alunecarea va apărea pe muchia codusă, acolo unde presiunea tinde către zero, dar tracţiunea qx nu este 
nulă. 
Se consideră distribuţia parabolică a presiunii:  )xa)(Rh/K()x(p 222 −=  
 Modelul Winkler 

( ) ( )y,xu
h
Ky,xp z= ;   

K - modulul elastic al stratului. 

    Dar  ( ) ( )

 >δ−δ

=
zpty,xz

y,xu z  

r
 

e

 ≤δ zpt0
 

şi          ( )
''R2

y
'R2

xy,xz
22

+=  . 

    
    Deoarece  0u z =  în afara zonei de contact, la limită 

ezultă semiaxele  'R2a δ= , ''R2b δ=  . 
  

Deci, ( ) ( )22221 bya/x
h

Ky,xp −−δ=  -distribuţie parabolică (în ecuaţiile hertziene - distribuţia 

ra eliptică  2x1− ) . 
Prin integrare, rezultă sarcina totală 

h2/abKP δπ=  
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 În cazul axial simetric     R2ba δ==         şi         
R
a

h
Ka

4
P

3







π= . 

 În cazul bidimensional al cilindrilor lungi 

( ) R2/xaR2/xu 222
z −=−δ=      şi 

R
a

h
Ka

3
2P

2

⋅





=  . 

 O regiune de aderenţă de lăţime  2c  se extinde până la muchia conducătoare. Într-un punct unde 
începe alunecarea  (x = 2c - a),   

( )cca
K4

pc2
K

q p
x

q
x −

µ
=µ=ξ=                                 (7.73) 

F
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K

p
l
p

Rh2h
   Se notează      ( ) aK/RKa/c12 pxq µξ=−≡λ             (7.74) 
 
 
 
 
 
 
  

orţa de tracţiune, formată din suma tracţiunilor în cele două zone, este dată prin 

( ) ( ) ( ) 





 λ+λ−λ⋅µ−=−µ+








+

ξ
−−µ= ∫∫

−

−

−

2
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2
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Pdxxa
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dxxa
h

K
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p
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a

xqp
x    (7.75) 

cu 
R
a

h
Ka

3
2P

2

⋅⋅=  . 

Alunecare

haK xq
/2ξ=
 
 
 
        

oeficientul de patinare  ξx  în modelul 
inkler, şi anume când are o variaţie liniară, 

oincide cu soluţia semispaţiului elastic, 

odulul tangenţial al învelişului (fundaţie, strat

x
q E1,1h/a −≈   (E* - modulul de elasticitate re

 
b) Contactul tridimensional 
 
Se consideră numai patinarea longitud

aralel cu axa  x  şi se poartă analog cazului bid
a zero pe muchia conducătoare până la valoa
revenită, integrând tracţiunea pe întreaga elipsă
 

)  pq K
3
2K ≅  .  Cu aceasta, se poate face aproximaţia  

dus al celor două materiale). 

inală, fiecare element de patinare ("dezlipire") este 
imensional analizat anterior. Tracţiunea creşte liniar de 
rea  µp, când încep alunecările. Dacă alunecarea este 
 de contact (semiaxele a,b), rezultă 
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x
q

x h
aK

3
ab8Q ξ








=         (7.76) 

 Comparând cu rezultatul exact (ec. 7.56,    x11x GabCQ ξ= ), modulul tangenţial al stratului  Kq  
este 

( ) 1111
q CE1

8
3GC

8
3

h
aK ∗υ−== , cu valorile lui  C11 date în tabelul alăturat relaţiei (7.56). Analog pentru 

patinarea laterală (se înlocuieşte C11  cu  C22). Pentru spin (pivotare) ⇒ 

( ) 23

2/1
q CE1

a
b4

h
aK ∗υ−








π
=  . 

 
  


