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6. FRECAREA PRIN ŞOC (IMPACT) 
 
6.1. Undă de deformaţii în solide [A6, A7] 

 
Problemele de contact, în care viteza de aplicare a sarcinii este redusă, privind starea de tensiuni 

şi deformaţii se rezolvă, aşa cum s-au precizat succint în capitolul 4, pe baza echilibrului mecanic 
static. Acest echilibru are loc în tot timpul unui ciclu de încărcare. 

În condiţii de şoc mecanic (impact mecanic) viteza de aplicare a sarcinii este foarte mare şi 
efectele dinamice pot fi importante: în mişcarea de alunecare şi de rostogolire la viteze foarte mari, 
inerţia materialului face ca acesta să �curgă� în zona deformată, astfel că starea de tensiuni este sensibil 
influenţată. 

Forţele de inerţie sunt luate în consideraţie în ecuaţiile de echilibru: 
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în care σx, σz τxz sunt tensiunile normale şi tangenţiale în direcţiile x, z,  ρ-densitatea 
materialului deformat, iar ux şi uz sunt deplasările. 

Când aceste ecuaţii de echilibru sunt combinate cu ecuaţiile de compatibilitate şi cu relaţiile 
tensiuni-deformaţii elastice, soluţiile obţinute pentru tensiuni şi deplasări pot fi interpretate ca 
impulsuri sau unde ce parcurg solidul cu viteze caracteristice. 

Se introduce conceptul de undă 
 

de tensiune prin considrarea unui corp 
unidimensional supus la compresiune 
(tijă elastică). 

Se acceptă un puls de tensiune de 
intensitate σ ce străbate tija în lung de la 
stânga la dreapta cu viteza co. În timpul 
elementar dt, frontul de undă se 
deplasează cu distanţa dx (dx=codt) şi 
elementul de masă, dm=ρAdx (ρ - 
densitatea, A � secţiunea tijei) se 
deplasează cu viteza v. 

Condiţia de echilibru 
(conservarea impulsului mecanic): 

- ( ) vcdtvAcvAdxAdt oo ρ−=σ⇒ρ=ρ=σ                                                                                 (6.1) 
Elementul de masă dm va fi comprimat cu du=vdt, astfel că rezultă: 

oc
v
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vdt
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du ==  dar 

Edx
du σ=  (legea lui Hooke)

oc
v

Edx
du =σ=⇒                                             (6.2) 

Din (6.1) şi (6.2) rezultă: 
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o                                                                                                            (6.3) 

ca fiind caracteristică de material. 
Deoarece deformaţiile elastice sunt mici (u) rezultă că viteza particulelor tijei sunt foarte mici în 

comparaţie cu viteza pulsului co. 

Fig. 6.1 
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Se consideră că particulele supuse la compresiune se deplasează în aceeaşi direcţie şi sens cu 
unda, iar cele supuse la tracţiune se deplasează în sens invers. 

Dacă se consideră tija fixată la un capăt (fig.6.1) şi la celălalt se aplică o masă rigidă M cu 
viteza V, au loc următoarele fenomene: 

- imediat după impact; capătul din partea stângă a tijei va avea viteza V şi unda de 

compresiune se propagă în lungul tijei cu viteza co 










ρ
= Eco ; 

- tensiunea iniţială de compresiune în tijă este σ=-ρcoV; 
- blocul rigid decelerează în timpul acţionării asupra tijei în interfaţa comună; succesiunea 

acestor evenimente depinde de masa blocului M în comparaţie cu masa tijei ρAL; se disting două 
cazuri extreme; 

1. La aplicarea rapidă a masei M cu viteza V asupra tijei, tensiunea σ=-ρcoV se propagă în tijă 
la valori destul de mici ale frontului de undă la interfaţa tijă-bloc; în acest timp unda de presiune este 
reflectată la capătul fixat al tijei. Când undele reflectate se întorc, la capătul liber accelerează blocul de 
masă M şi sunt parţial reflectate. Astfel, blocul reacţionează şi induce în tijă unde cu viteza mai mică 
decât V şi tija intră în vibraţie. Tensiunile maxime din tijă, ca rezultat al impactului, sunt ρcoV 
independente de masa M. Are loc un impact instantaneu. 

2. Masa blocului M>>ρAL (masa tijei) � tensiunea undei este reflectată şi cedată tijei de 
câteva ori, înainte ca blocul să se repună în mşcare. Starea de tensiune în tijă este aproximativ 
uniformă. Tensiunile din tijă pot fi determinate cu aproximaţie bună ignorând efectele dinamice, 
considerând tija ca un �arc ideal�. Tensiunea maximă se determină din condiţia de conservare a 
energiei mecanice: 
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Se observă că σmax depinde de masa blocului rigid M. 
În acest caz, analiza dinamică a problemei se face neglijând deformarea materialului, problema 
�cvasistatică�, însă sarcinile dinamice exterioare conduc la echilibrul cu câmpul de tensiuni determinat 
static. 

Ipoteza Johnson: - tija perfect elastică, dar tensiunile de impact sunt mari şi deformaţia 
neelastică joacă un rol important în zona de contact: 

o

c
co c

vvc
ρ
σ

≤⇒σ≤ρ−=σ            (6.5) 

unde σc este tensiunea de curgere a materialului. 
De exemplu, pentru oţel co ≈520 m/s, σo≈300 N/mm2, astfel că rezultă ca viteză maximă de 

impact pentru deformaţii elastice v=75 m/s. La viteze mai mari, capul tijei se deformează plastic şi 
unda elastică se propagă cu co şi este urmată de unda plastică. 

Pentru corpuri elastice tridimensionale sunt posibile două tipuri de mişcări ale undei: 
(i) dilatarea (sau presarea) undelor în care materialul îşi modifică volumul fără deformaţii 

de forfecare; 
(ii) distorsionarea (sau forfecare) undelor în care materialul se distorsionează, fără să-şi 

modifice volumul. 
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Vitezele de propagare ale acestor unde în materiale izotropice sunt: 
- dilatare: 

( )
( )ρν−

ν−=
21

G12c1                                                                                                                   (6.6) 

 
- distorsionare (transversale): 

ρ
= Gc2                                                                                                                            (6.7) 

unde G este modulul de elasticitate transversala. 
Pentru 21 c3c25,0 =⇒=ν . Dacă frontul de undă este plan, care poate fi considerat la distanţă 

destul de mare de sursă, mişcarea punctelor materiale în undele de dilatare în direcţia frontului de undă 
descrie undele longitudinale. 

Când un corp solid este apăsat pe un plan sau pe o suprafaţă apropiată de un plan, apar 
problemele elasticităţii de contact, astfel că apar unde Rayleigh, ce se propagă în lungul suprafeţei cu 
viteza 

ρ
α=α= Gcc 23 , (8) 

unde α este o soluţie a ecuaţiei 

( ) ( ) 
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De exemplu, pentru ν=0,25, α=0,919 şi pentru ν=0,5, α=0,955. 
Viteze ale undelor elastice (m/s) 

 Oţel Cu Al Sticlă Cauciuc
Unidimensional  (tensiune-compresiune) 
Dilatare 
Distorsionare 
Rayleigh 

co 
c1 
c2 
c3

5200 
5900 
3200 
3000 

3700 
4600 
2300 
2100 

5100 
6300 
3100 
2900 

5300 
5800 
3400 
3100 

46 
1100 
27 
26 

 
6.2. Impactul elastic 
 
Ipoteze: 
- se consideră corpurile elastice şi deformaţiile se apreciază numai în vecinătatea ariei de 

contact, determinată cu teoria statică; 
- mişcarea undei 
 

elastice în corpuri se neglijează; 
- masa totală a fiecărui 

corp se consideră în mişcare cu 
viteza instantanee a centrului de 
masă. 

a) Impactul coliniar al 
sferelor 

Două sfere elastice, de 
mase m1 şi m2, sunt în mişcare Fig. 6.2 
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cu vitezele vz1 şi vz2 în lungul liniei centrelor. Fie O punctul de impact. Se consideră impactul coliniar 
în care vx1=vx2=ωy1=ωy2. 

În timpul impactului, ca urmare a deformaţiei elastice, centrele sferelor se apropie cu δz. 

Viteza relativă este
dt

zdvv 1z2z
δ=−  şi forţa instantanee dintre sfere P(t), 

dt
dv

m
dt

dv
mP 2z

2
1z

1 −==                                                                                                   (6.9) 
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−                           (6.9′) 

Pentru relaţia dintre deformaţia δz şi forţa exterioară P se aplică relaţiile statice (hertziene) 
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z
2/3

z
2/1 k*ER
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4P δ=δ=                                                                                               (6.10) 
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Scriind 
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1 += , rezultă 
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δ                                                                                                            (6.11) 

Integrând în raport cu δz 
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unde Vz=(vz2-vz1)t=0 este viteza din momentul impactului. 

Compresiunea maximă *
zδ  se obţine când 0

dt
d z =

δ  şi este 
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Timpul cât durează compresiunea (t) se obţine prin integrarea ecuaţiei (6.11), (ecuaţia 

diferenţială de forma )y(fy
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Fig.6.3 
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 integrală rezolvabilă numeric (Deresiewicz, 1968) 
După atingerea deformaţiei de compresiune  *

zδ  (timpul t*),  sferele se extind din nou. 
Deoarece contactul este perfect elastic şi fără alunecare, energia absolută în mişcarea undei se 

neglijează şi deformaţia este perfect reversibilă. Timpul total de impact Tc este: 
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Dacă se consideră că deformaţia este cvasistatică (durata impactului este suficientă ca unda de 
tensiune să traverseze lungimea de mai multe ori), pentru sferă rezultă: 

- timpul de parcurgere a sferelor: 
oc
R4T = ; 

- timpul total de impact (relaţia (6.14)): 
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
≈  deci fenomenul poate fi cosiderat cvasistatic (criteriul Lore, 1952). 

b) Impactul oblic al sferelor 
Dacă sferele au o mişcare coplanară, se introduc vitezele punctului de impact vx şi viteza 

unghiulară ωy (fig. 6.2). Se consideră că suprafaţa de contact nu este perturbată de mişcarea impactului. 
 
Se notează cu Qx forţa de frecare: 

( ) ( )22221111 Rv
dt
dmRv

dt
dmQ yxyxx ω−−=ω+=                                                             (6.16) 

 
Conservarea momentului cinetic al fiecărei sfere în lungului axei Oy: 

 ( ){ } ( ){ } 0kRmRvm
dt
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2
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2
1111x1 =ω++−=ω++           (6.17) 

unde k1 şi k2 sunt razele de giraţie ale sferelor faţă de centrele lor de masă.. Eliminând ωy1 şi ωy2 în 
(6.16) şi (6.17) rezultă: 
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1 +=  rezultă: 
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( ) 2
x

2

2x1xx dt
d

vv
dt
dQ

*m
1 δ

=−=                                                                                        (6.18) 

unde δx este deplasarea tangenţială elastică între cele două sfere în punctul de contact. 

Ecuaţia (6.18) ete  similară cu (6.9�) 

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Dacă Qx≥µP (µ coeficient de frecare) apare alunecare completă între sfere. Pentru Qx<µP nu 
apar macroalunecări, însă în zona de contact apar microalunecări (micro-slip). 

Variaţia tracţiunii tangenţiale şi micro-slip-ul sunt determinate de constantele elastice ale 
corpurilor. 

Din ecuaţia Hertz: 
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uu - contactul sferelor fără alunecare. 

Rezultă 
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•  Se defineşte coeficientul de rigiditate 
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Pentru materiale similare şi ν=0,3⇒ k=0,824. 

••  Condiţiile de impact sunt specificate prin parametrul 
z

x

V
kV
µ

=ψ , unde ( )
0t2x1xx vvV

=
−=   

este viteza tangenţială relativă înainte de impact. 

Se notează cu  
z

x

V
V

arctg   unghiul de incidenţă din O. 

•••  Influenţele impactului sunt evaluate prin un al doilea parametru 
*m2

km=χ ; pentru materiale 

similare, omogene cu 44,13,0 =χ⇒=ν . 

Soluţia ecuaţiei (6.18) 






 δ
= 2

x
2

x dt
d

*mQ  se determină ţinând seama că P variază în timpul 

impactului ( )2/3
zkP δ= . 
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2/3*
zk*P δ=  cu *

zδ  compresiunea maximă corespunzătoare 0
dt

d x =
δ  
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Variaţia forţei Qx în timpul 

i

s

c

t

c

impactului se determină prin calcularea pas 
cu pas a soluţiei ecuaţiei (6.18) pentru 
diferite condiţii de incidenţă (fig. 6.4) 

Pentru unghiuri de incidenţă mici în 
comparaţie cu unghiul de frecare (ψ≤1) nu 
apare alunecare la iniţierea impactului. 

La unghiuri de incidenţă mari 
(1<ψ<4χ-1) impactul începe şi se termină 
cu alunecare completă, însă în timpul 
intermediar are loc alunecarea. 

La incidenţe suficient de mari (ψ ≥ 
4χ-1), alunecarea are loc pe toată perioada 

mpactului. 
�Rezonanţa de contact� se defineşte prin intermediul rigidităţii şi masei specifice: 

- �Frecvenţa normală� de rezonanţă 


 +
=ω
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21
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s  cu 
δ

=
d
dPs - rigiditatea), 

m
sn

n =ω , 

z
n d

dP
δ

= . 

- �Frecvenţa tangenţială� de rezonanţă, 
*m

s t
t =ω . 

Raportul frecvenţelor de contact este  

( ) 2/1
2/1

n

t 2
*m

km χ=





=

ω
ω

                                                                                               (6.20) 

Pentru sfere solide   7,1
n

t =
ω
ω

 şi care arată că forţa tangenţailă parcurge aproape un ciclu 

omplet în timp ce forţa normală parcurge un semiciclu. 
Forţa tangenţială negativă către finele unei perioade de impact face ca să apară un �ricoşeu� 

angenţial negativ. Definind parametrul de �ricoşeu� (restituire) 
z

x

V
'kV

'
µ

=ψ   , se prezintă în fig. 6.5 

ondiţiile de restituire în funcţie de parametrul iniţial 
z

x

V
kV
µ

=ψ  . 

Fig. 6.4 
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Viteza tangenţială de ricoşeu '

xV  este de obicei negativă cu excepţia cazului c�nd ψ > 4χ. 
Teoria clasică a impactului corpurilor rigide, care ignoră deformaţia de contact, precizează că 

viteza tangenţială de ricoşeu '
xV  este ori pozitivă dacă alunecarea este pozitivă, ori 0 dacă alunecarea 

încetează în timpul contactului. 
 
6.3. Impactul neelastic 
 
a) Starea de curgere 
Pentru materialele elastoplastice este necesară cunoaşterea presiunii maxime de contact (po) la 

care începe curgerea. Conform criteriului Mises: 
po=2,8k=1,6σc, 

k � tensiunea de forfecare la curgere; σc � tensiunea uniaxială la compresiune de curgere pentru 
materialul mai moale din contact. 

Presiunea maximă *
op  din timpul impactului elastic se deduce din 
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Fig. 6.5 
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unde 
2121 R
1

R
1

R
1,

m
1

m
1

m
1 +=+=  şi Vz este viteza relativă la impactul normal. 

Introducând *
op în criteriul Mises, rezultă 

4*

5
c

3
2*

z E
R53

mV
2
1 σ

≈                                                                                                                (6.22) 

  *
zV  fiind viteza critică pentru curgerea materialului. 

În cazul impactului unei sfere pline (densitatea materialului ρ) cu o suprafaţă plană de 
dimensiuni mari, (22) devine: 

ρ
σ







 σ

=





 σ

=
σ

ρ c
2

c*
z

4
c

c

2*
z

*E
26V;

*E
26

V
                                                                        (6.23) 

Viteza de impact *
zV  care produce curgerea materialului este foarte mică, de exemplu pentru o 

sferă din oţel care ciocneşte un plan tot din acelaşi material (oţel dur) (σc=1000 N/mm2), rezultă 
s/m14,0V*

z ≈ . Este clar, deci, că impactul între corpurile metalice este însoţit de deformaţii plastice. 
 
 
 
 
b)  Impactul plastic la viteze moderate (<<<<500 m/s) 
Se consideră impactul normal. Energia cinetică este absorbită prin deformaţia locală (elastică 

sau plastică) a corpurilor 

∫
δ

δ==
*

0

2 PdWmV
2
1 ,                                                                                                        (6.24) 

cu 
21 m
1

m
1

m
1 +=  şi V viteza relativă de impact. 

După ciocnire (ricoşeu), energia cinetică este egală cu lucrul mecanic al recuperării elastice 

∫
δ

δ==
*

0

2' 'd'P'WmV
2
1 .                                                                                                   (6.25) 

Se vor determina: tensiunile maxime de contact, durata impactului şi coeficientul de restituire 









V
'V  în funcţie de viteza de impact V şi proprietăţile celor două materiale. 

Din (6.24) şi (6.25) se observă că impactul este determinat de relaţia de complianţă (rigiditate), 
P(δ) la încărcare şi la descărcare. Pentru condiţii statice, se cunosc aceste relaţii (criteriile de 
plasticitate � pentru contacte sferice, cilindrice, elipsoidale). 

Pentru contactul sferelor: 
- după descărcare 

2
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2
c

2*
3

c

'38,0
2
E'108

P
P









δ
δ=








σ

δ⋅= −                                                                            (6.26) 
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2*
m

E
Pp

16
9' π=δ , 

2m a
Pp

π
=  - presiunea medie; pentru deformaţii plastice depline cm 3p σ= . 

- În timpul încărcării 





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
δ
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R
E81,0

P
P                                                                                  (6.27) 

În domeniul elastic (P ≤ Pc), încărcarea şi descărcarea sunt identice, expresia P=kσ3-2. 
Iniţierea curgerii se face într-un punct sub suprafaţă pentru presiuni medii ce variază între 1,1σc 

şi 3σc când sunt îndeplinite condiţiile deformaţiilor plastice depline. 
Se considerăă cazul impactului plastic. Se reamintesc ipotezele analizei contactului static: 

a) compresiunea totală (elastică şi plastică) are mărimea 
R2

a 2

=δ şi nu apare nici o �prindere� 

pe muchia de contact; 
b) presiunea medie de contact pm este constantă (pm=3σc). 
Aceste ipoteze conduc la următoarea expresia a complianţei (rigidităţii) (relaţia 6.27) 
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Ţinând seama de (6.24) rezultă 

∫ =
π

=π=
*a

0
ad

d
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d
22 vp

R4
pa

da
R
apamV

2
1                                                                      (6.28) 

unde pd este presiunea medie în timpul încărcării dinamice. 

Se notează cantitatea 
R4
a 4*π  ca fiind volumul aparent al materialului (va) dispus sub penetratorul 

de rază R. Pentru un material neelastic cu legea tensiune-deformaţii 
n

o
o 




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


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σε=ε , 

1n4
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2
1 d
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2

+
π

=                                                                                              (6.28�) 

unde pd este presiunea dinamică maximă la compresiunea instantanee maximă. 
Pentru determinarea energiei cinetice a corpului după ciocnire se consideră relaţia (6.26) 
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P   , unde P*=πa*2pd este forţa de compresiune între corpuri la iniţierea �ricoşeului�. 

Dar,  
3/1

*E4
PR3a 






=  (Hertz) astfel că eliminând R şi înlocuind în (6.25) rezultă: 
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A

Considerând 
R2

a 2

=δ  se poate determina energia disipată în timpul deformaţiei plastice 

rd vp'WWW =−=∆ , vr fiind volumul rezidual după impact. 
Cu ipoteza modificării (6.28), rezultă 
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2
1 d2*
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2'2 π==

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 −                                                                   (6.30) 

V� dedusă din (29). 

Eliminând a* între (6.28) şi (6.29) şi definind coeficientul de restituire 
V

'Ve =  , rezultă 
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sau considerând    cd 3p σ≈  (σc � tensiunea dinamică de curgere) rezultă 
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≈                                                                          (6.32) 

Se observă că acest coeficient de restituire (e) nu este o proprietate de material ci depinde de 

severitatea impactului. Pentru viteze de impact suficient de mici 










ρ
σ


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


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 σ
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2

c*
z *E

26VV (ecuaţia 

6.23), deformaţia este elastică şi coeficientul de restituire, e, este apropiate de unitate. 
Coeficientul de restituire scade cu creşterea vitezei. Când deformaţia este pe deplin plastică, 

e∼ V-1/4. 
Coeficientul de restituire este puternic influenţat de duritatea materialului evauată prin σc, 

e∼σ c
5/8. 

Prin utilizarea experimentelor pe baza de impact a fost determnată presiunea dinamică de 
curgere (pd). 

Faţă de presiunea medie hertziană de curgere (pm), presiunea dinamică pd este mai mare. În 
timpul deformării plastice presiunea de contact 
scade până la o anumită presiune statică de 
�ricoşeu� (pr). 

Timpul total de impact se poate determina 
pe baza a două componente: timpul de deformaţie 
(pătrundere) plastică, tp, şi timpul de �ricoşeu� 

timpul 
Metal pd/pm pr/pm 
Oţel 1,28 1,09 

Sticlă 1,32 
liaj de Al 1,36 1,10 

Plumb 1,58 1,11 

elastic, t� (t=tp+t�). 

Cu aceleaşi ipoteze, presiunea dinamică de curgere pd este constantă şi compresiunea 
R2

a 2

=δ , 

de impact poate fi calculat. Ecuaţia mişcării relative ale celor două corpuri 
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δπ−=π−=δ
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dm ,                                                                                           (6.33) 

cu  
21 m
1

m
1

m
1 +=  şi 

21 R
1

R
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R
1 +=  . 

Soluţia ecuaţiei (6.33) este 
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p Rp8

mt 

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

 π=                                                                                                                   (6.34) 

Care este independentă de viteza de impact. 
De exemplu pentru o bilă de oţel cu diametrul de 10 mm care atinge un material mai moale 

tp≈10-4-10-5s. 
Considerând �ricoşeul� ca fiind elastic şi determinat de ecuaţia lui Hertz, din (6.32) şi 
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m87,2T din (6.15)   se deduce 

t�=1,2etp                                                                                                                        (6.35) 
Pentru impactul apropiat de cel plastic, coeficientul de restituire, e, este foarte mic, astfel t� are 

pondere mică în timpul total de impact (tp+t�). 
În timpul impactului plastic oblic se produc cratere pe suprafaţă. Calculul se poate face pas cu 

pas, determinându-se volumul craterului şi pierderea de energie cinetică. cu ipoteza că penetraţia 

maximă 5
R
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<<≈δ , din 0502
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2 ,
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*

<⇒
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= . Pentru o sferă din oţel, această 

cerinţă este valabilă când V<100 m/s. 

Johnson propune parametrul adimensional 
c

2V
σ

ρ  ca mărime a regimului de impact a metalelor. 

Pentru impactul unei sfere de densitate ρ1 cu un bloc masiv de densitate ρ şi tensiunea dinamică de 
curgere σc şi considerând pd=3σc se poate scrie 
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Pentru majoritatea metalelor, 100*E

c

≥
σ

, astfel că viteza critică până la care deformaţiile sunt 

elastice  
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Regimul de impact 
c

2V
σ

ρ  
Viteza 

aproximativă  
V  (m/s) 

Elastic <10-6 <0,1 
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Penetrare plastică deplină ∼ 10-3 ∼ 5 
Teoria cvasistatică ∼ 10-1 ∼ 100 
Curgere plastică cu influenţe hidrodinamice ∼ 10 ∼ 1000 
Impact cu viteze foarte mari (hiperimpact) ∼ 103 ∼ 10000 

 
Pentru hiperimpact s-a dedus relaţia: 

2
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2
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c
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ρ ,                                                                                     (6.37) 

unde co viteza undei elastice 
 
6.4. Interacţiunea de frecare la impact 
 
Se consideră o particulă (1) situată la distanţa ho de sistemul de axe yOx şi care are vitezele 

liniare iniţiale Vt10, Vn10 şi viteza unghiulară ω10. 

(2
V2

vi

pr

pa
la 
 
Suprafaţa plană solidă (2) are vitezele iniţiale V2 t o, V2 n o=0 şi ω 2 o=0. Masa suprafeţei plane 

) este mult mai mare decât a particulei, astfel că se poate aprecia că viteza sa rămâne constantă 
t1=V2t2=..=V2to, V2n1=V2n2=...=V2no=0 şi ω21=ω22=...=ω2o=0. 

După ciocnire particula (1) se desprinde de planul (2), astfel că direcţia este dată de rezultanta 
tezei tangenţiale Vt, care se determină din egalitatea 

20t10t10t VVRV −−ω=                                                                                                        (6.38) 
Impulsul tangenţial apare ca urmare a acţiunii forţei de frecare. 
În cazul în care prin impact se obţine Vt=0 la ω1o≠0, deci ω1oR=Vt1o+Vt2o, se realizează frecarea 

in rostogolire la viteza cerută. 
După prima ciocnire la viteza Vto, particula cu viteza obţinută se deplasează după o traiectorie 

rabolică şi cade din nou pe suprafaţa plană cu viteza unghiulară ω11 şi viteza tangenţială Vt11 relativă 
suprafaţa (2) mai mică decât Vt1o, procesul repetându-se până când viteza tangenţială devine nulă. 

Considerând t timpul de ciocnire (impact), se poate scrie următoarele ecuaţii: 

Fig.6.6 
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∫ ∫∫ =ω∆=∆=∆
t

0

t

0
f11n

t

0
f1t dtFRJ;PdtVm;dtFVm                                                            (6.39) 

în care: ∆Vt1, ∆Vn1 şi ∆ω sunt variaţiile vitezelor tangenţiale, normale şi unghiulare; Ff - forţa de 
frecare; P - forţa normală; J - momentul de inerţie faţă de axa de rotaţie; R1 - braţul forţei de frecare. 

Ecuaţia ∫=ω∆
t

0
f1 dtFRJ se mai scrie ∫=ω∆

t

f dtF
R
mr

01

2

, astfel că ω∆=∆
1

2

1 R
mrVm t , r fiind raza 

de inerţie a particulei. Definind coeficientul de frecare mediu la impact (şoc), 

∫

∫
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0 ,                                                                                                                           (6.40) 

se deduce  
1

1

11

2

n

t

n
i V

V
VR

r
∆
∆

=
∆

ω∆=µ                                                                                                      (6.41) 

Pentru impactul normal Vt1o=0, Vn1o=0 şi ω1o=0, relaţia (40) la al �i� lea impact are expresia 

iiii

iiii
i hhhh

hlhl

11

11

4
1

−−

−−

+
−

=µ                                                                                                  (6.42) 

unde li este lungimea parcursă după i impacturi; hi � înălţimea maximă după impactul �i�. 
Pentru primul impact 

o
i hhh

l

11

1

4
1

+
=µ                                                                                                           (6.42′) 

 
6.5. Forţe (sarcini) mobile 
 
Când vitezele de alunecare sau de rostogolire sunt apropiate de vitezele elastice, inerţia 

materialului modifică tenisunile de contact. Prin analogie cu mişcarea unui corp într-un fluid se pot 
defini trei regimuri: �subsonic�, �transonic� şi �supersonic� în funcţie de raportul vitezei de alunecare 
sau rostogolire şi a vitezei de propagare a undelor elastice. Pentru  suprafeţele solidelor elastice 
influenţa este complicată deoarece sunt trei viteze ale undelor elastice � de dilatare sau compresiune c1, 
de forfecare şi de suprafaţă c3 (Rayleigh). 

a) Sarcină liniară pe semispaţiu elastic 
Se consideră o forţă liniară concentrată P care se mişcă cu viteza V pe un semispaţiu elastic. 
Problema a fost rezolvată de Cole şi Hunt (1958). 

Se definesc numerele Mach:  
1

1 c
VM = şi 

2
2 c

VM =  ( )
( ) 











ρ
=

ν−
ν−= Gc;

G
Gc 21 21

12 . 

Condiţiile �subsonice� sunt îndeplinite dacă M1<1 şi M2<1. 
Se definesc mărimile ( ) ( ) 212

22
212

11 11 // M;M −=β−=β  şi 21
22

2 42 ββ−−= )M(N .   (6.43) 
S-a dedus analitic deplasarea de suprafaţă zu într-un punct situat la distanţa x de sarcină 
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( ) ,cxln
N
M

E
Pu z +

β
π

ν+=
2
2112                                                                                          (6.44) 

unde �c� este o constantă determinată prin alegerea datelor deplasării. La viteze mici: V→0, β1→1 şi 
N→2 ( ) ( )ν−−=− 12

2
2
2

2
1 MMM  şi expresia (6.44) devine 

( ) ,cxln
E

Pu z +
π

ν+−= 12                                                                                               (6.45) 

Identică cu rezultatul obţinut pentru contactul static. 
Pentru regimul �supersonic�, M1>1 şi M2>1, se definesc mărimile 

( ) ( ) ( ) ''/'/' MN,M,M 21
2
2

212
22

212
11 4211 ββ+−=−=β−=β . 

Deplasarea de suprafaţă, în acest caz, este 
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În faţa sarcinii, suprafaţa nu este perturbată; în spatele sarcinii suprafaţa este uniform 
decomprimată la o valoare ce depinde de viteză. Tensiunile în semispaţiul elastic sunt nule în toate 
punctele cu excepţia liniilor celor �două unde de şoc� ce se propagă din punctul de aplicaţie a sarcinii. 
Pe frontul de undă tensiunea este infinită. Undele de şoc traversează corpul la vitezele c1 şi c2 şi fac 
unghiurile arctg '

1β  şi arctg '
2β  cu suprafaţa. Acest proces nu este conservativ; sarcina mobilă generează 

lucru mecanic ce se disipă sub forma undei de şoc. 

 
 
 
 
 Regimul �transonic� este complicat. În zona vitezelor mici c3<V<c1, parametrul N (rel.6..43) 

schimbă semnul, astfel că în patele forţei creşte deplasarea de suprafaţă. Pentru c2 < V < c1 , N este 
complex şi tensiunile şi deformaţia sunt combinaţii ale undei de şoc ce traversează cu viteza c2 şi la c1 
pentru modelul �subsonic�. 

 
 
 

 

Fig.6.7 


