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5. FRECAREA USCATĂ ŞI LIMITĂ DE ALUNECARE   
 
5.1. Definire [A1, A6, A7, A8, A15] 
Frecarea exterioară este definită ca rezistenţa opusă mişcării relative a unui corp solid faţă de 

altul. Forţa de rezistenţă are sensul opus mişcării. 
Frecarea exterioară este efectul unui proces de disipare a energiei ce apare în transferul foţei 

de la un solid la altul, în prezenţa mişcării relative, prin intermediul ariei reale de contact. În funcţie 
de modul de transfer, frecarea poate fi de alunecare, pivotare şi rostogolire. 
Evaluarea cantitativă a frecării se face prin forţa de frecare (Ff) şi momentul de frecare (Mf) pentru 
frecarea de alunecare şi respectiv pivotare şi rostogolire. 

În practica inginerească, pentru evaluarea frecării, se folosesc patru mărimi adimensionale: 

1. Coeficientul de frecare la alunecare: 
n

f

F
F

=µ , Fn � forţa nominală. Referitor la 

prelucrarea metalelor prin presare, coeficientul de frecare este raportul dintre rezistenţa tangenţială 
din zona de contact şi limita de curgere a materialului prelucrat. În acest caz, în concordanţă cu 
teoria plasticităţii, coeficientul de frecare nu poate depăşi valoarea 0,5. 

2. Coeficientul de frecare la şoc 
( )
( )n

t

mv
mv

∆
∆

=µ , ∆(mvt) � variaţia cantităţii de mişcare 

(impuls) după direcţia tangenţială în timpul şocului; ∆(mvn) � variaţia cantităţii de mişcare după 
direcţia normală. 

3. Coeficientul de pierderi prin frecare 
W
Wf=µ , Wf � lucrul mecanic (energia) consumată 

prin frecare, W � lucrul mecanic total. 

4. Coeficientul rezistenţei la rostogolire 
R
k l=µ , kl � dimensiunea specifică de rostogolire, 

r � raza de rostogolire (se va analiza detaliat în capitolul 6). 
 
5.2. Legile frecării 
Prin observaţii experimentale s-au dedus două �legi� de bază ale frecării. Legile sunt entităţi 

empirice şi nu sunt încălcate principiile fizice. 
Cele două �legi� de bază au fost enunţate, iniţial, de Amonton în 1699: 
1. Frecare este independentă de aria aparentă de contact a celor două corpuri (o cărămidă 

sub greutatea proprie necesită aceeaşi forţă de frecare indiferent pe care dintre feţe este trasă). 
2. Forţa de frecare este proporţională cu sarcina normală dintre corpuri. 
Coulomb în 1785 a propus cea de-a �treia� lege: 
3. Frecarea cinetică este independentă de viteza de lunecare � are un domeniu mai puţin de 

aplicabilitate decât celelalte două. 
Coeficientul de proporţionalitate din legea a doua, F=µFn, este coeficientul de frecare. După 

cum  frecarea poate fi statică sau cinetică, rezută coeficient de frecare static µs sau cinetic µk. 
Explicarea legilor lui Amonton 
Se fac următoarele două presupuneri (ipoteze): 
1. În timpul alunecării, forţa rezistivă pe unitatea de arie de contact este constantă: 
                                           sAF rf =  

unde: Ff este forţa de frecare, Ar � aria reală de contact, s - forţa specifică de  frecare (forţa pe 
unitatea de arie). 

2.  Aria reală de contact, Ar, este proporţională cu forţa normală Fn, 



5. Frecarea uscată şi limită de alunecare  
 

 

76

                                           nr qFA = , 
unde q este o constantă de proporţionalitate. 

Eliminând Ar, rezultă nf qsFF = . 
Prima ipoteză este uşor de justificat, nu se implică nici o presupunere privind natura forţei 

specifice de frecare. 
A doua ipoteză nu poate fi justificată în toate cazurile, dar pentru anumite condiţii de contact 

valabilitatea este asigurată:  
a) pentru contactul plastic total, aria reală nu depinde de topografia suprafeţei;  
b) ori de câte ori suprafeţele de contact au distribuţie exponenţială sau normală Gauss a 

înălţimii rugozităţii, aria reală nu depinde de modul de deformaţie. 
 
5.3. Originile frecării 
Se ştie că forţa de frecare este datorată interacţiunilor dintre asperităţile opuse ale celor două 

suprafeţe cu alunecare. Fiecare interacţiune a asperităţii va contribui la forţa de frecare, astfel că 
forţa de frecare totală va fi suma acestor forţe ale contactelor individuale. 

Pe deasupra, la mişcarea relativă a suprafeţelor, energia consumată este continuu disipată la 
suprafeţe sau în apropierea acestora, energia disipată în unitatea de timp va fi suma energiilor 
disipate în procese individuale în acelaşi timp. 

Observaţia că forţa de frecare este aproximativ constantă, la aceeaşi forţă normală, viteză, 
material etc., se datorează faptului că numărul interacţiunilor care au loc la un  moment dat este mai 
mare şi că legea de distribuţia statistică a proceselor de contact este aproximativ  constantă. 

Este clar că frecarea are la bază două procese fundamentale � interacţiunea asperităţilor 
(adeziune şi deformaţii) şi disiparea energiei. 

Aceste procese fundamentale nu sunt aditive, ci interactive. 
a) Adeziunea. 
Când două suprafaţe sunt încărcate împreună ele pot adera pe o parte din aria reală, formând 

joncţiuni şi care se desfac dacă alunecarea are loc. Desfacerea va avea loc în partea cea mai slabă a 
joncţiunii, care poate fi interfaţă originală sau pe o suprafaţă a unuia dintre cele două materiale. 
Dacă desfacerea este chiar interfaţa originală, atunci interacţiunea produce un stres (o tensiune), 
care, prin acumulare, va genera particulă de uzură prin mecanismul de oboseală. 

Dacă desfacerea are loc în materialul mai moale dintre cele două materiale, atunci acest 
fragment de material se va transfera pe contrapiesa mai dură. 

Pentru explicarea contribuţiei adeziunii la frecare, este necesară descrierea adeziuii a două 
solide în contact static. 

- Energia superficială liberă a unui solid este definită, din punct de vedere termodinamic, ca 
energia reversibilă necesară formării unei unităţi de arie a unei noi suprafeţe. 

- Similar, dacă două suprafeţe sunt aduse în contact, energia liberă interfacială este definită, 
din punct de vedere termodinamic, ca energia reversibilă necesară formării unei unităţi de arie a 
interfeţei. Astfel, dacă se notează cu γ1 şi γ2 energiile superficiale, se formează o interfaţă cu energia 
interfacială γ12, atunci energia eliberată este 

                                   1221 γ−γ+γ=γ∆  (5.1) 
Această cantitate este cunoscută ca lucrul mecanic al adeziunii, în principiu, măsură a 

energiei (lucrului mecanic) necesar separării corpurilor. 
De exemplu: γAl=900 erg/cm2=900⋅10-7 J/cm2, γWo=2300⋅10-7 J/cm2, γFe=⋅1500⋅10-7; 

γAu=⋅1120⋅10-7; γCu=⋅1100⋅10-7; γPb=⋅450⋅10-7; γZn=⋅790⋅10-7. 
Deşi ecuaţia (5.1) ese cunoscută ca fiind valabilă pentru lichide, Tabor (1985) a arătat că nu 

poate fi aplicată întocmai pentru solide ideal elastice/casante. Pentru solide de alte tipuri, energia 
calculată cu (5.1) este numai o parte mică a energiei necesară separării suprafeţelor. 
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Totuşi, deşi lucrul termodinamic al adeziunii ete de mică relevanţă în multe contacte, lucrul 
mecanic şi forţa de separare a suprafeţelor sunt relevante, astfel că Tabor (1985) a propus 
denumirea de lucrul mecanic de �scoatere liberă� şi forţă de �scoatere liberă�. 

Una dintre sursele de disipare a energiei de frecare este formarea şi distrugerea legăturilor 
moleculare din punctele de contact ale suprafeţei ce alunecă. Aceste prinderi se numesc 

microprinderi. Un parametru de bază ce evaluează componenta moleculară a frecării este 
cσ

τ  (τ - 

rezistenţa de forfecare a legăturii moleculare; σc � rezistenţa la curgere a materialului de bază). 
Cauza acestor microprinderi este existenţa forţelor Van der Waals (energia de ordinul 

0,15⋅10-19J). 
În zona de contact există un transfer continuu de energie, formându-se şi distrugându-se 

straturile, astfel că se poate defini un �al treilea corp� în continuă transformare. Puterea superficială 
transmisă prin acest corp este de ordinul de mărimea 103 W/mm2, astfel că substanţa din zonă se 
găseşte în stare de disociere. 

Rezistenţa la alunecare a unei legături din corpul terţ se evaluează prin energia de activare 
U, necesară distrugerii acestei legături. 

Potrivit teoriei lui Frankel, un atom al unui metal în stare topită trece dintr-o stare de 
echilibru la alta, prin două faze � evaporare şi condensare. În acest caz, timpul de staţionare în 
starea de echilibru, t, este: 

                                         







θ
=

k
Uexptt o  

unde to este timpul corespunzător unei energii foare mici U→0, k � constanta Boltzmann, θ - 
temperatura. 

Se consideră că rezistenţa la alunecare (τ) a corpului terţ este proporţională cu timpul de 
staţionare 

  ro
rro

ooo p
k
p

k
U1a

k
pU

expa
k
Uexptata β+τ=








θ
γ

+
θ

+≈
θ
γ+

=







θ
==τ  

unde γ - coeficient ce ia în consideraţie dimensiunile �prinderii� suprafeţelor; 
θ

+=τ
k
U

aa o
o  - 

tensiune specifică la forfecare; β - coeficient al componentei moleculare a frecării. 
Pentru multe metale β=0,02�0,15; pentru cupla metal-metal fără ungere τo=2,5-30 MPa şi 

cu ungere τo=1 MPa; pentru cupla metal-polimer τo=0,2-0,5 MPa. 
 
b) Deformarea 
Dacă adeziunea nu are loc, altă alternativă de interacţiune este aceea că rezistenţa la mişcare 

este una în care materialul este deformat şi deplasat în timpul mişcării relative. 
Materialul mai dur pătrunde în materialul mai moale şi se produce o brăzdare. 
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Interacţiunile  asperităţii sunt întotdeauna prezente, sunt însoţite de adeziune şi sunt adesea 
cauza  frecării. 

Contribuţia brăzdării poate fi sau nu semnificativă, în funcţie de rugozităţile suprafeţei, de 
durităţile relative ale celor două supraeţe şi de mărimea, curbura şi durităţile produselor de uzură şi 
de reacţie dintre suprafeţe. 

 
5.4. Teorii ale frecării de alunecare 
 
5.4.1. Teoria simplă a adeziunii (Bowden, Tabor � 1950) 
Este prima teorie modernă de explicare a frecării şi este dezvoltată pentru metale ideal 

elastico-plastice. 
Se fac următoarele ipoteze: 
1) Când suprafeţele sunt încărcate împreună, ele fac contact numai pe vârfurile asperităţilor. 
2) Chiar la sarcini mici, presiunea reală de contact este mare, astfel că vârfurile asperităţilor 

celor mai mari ale materialului mai moale se deformează plastic. 
3) Curgerea plastică determină creşterea ariei de contact atât prin mărirea contactelor iniţiale 

cât şi prin iniţierea de noi contacte, până ce aria reală de contact este suficientă pentru a prelua 
sarcina prin deformaţii elastice. 

4) În aceste condiţii, pentru un material elasto-plastic 

                                      orn pAF =   (5.2) 
unde Fn este forţa normală; Ar � aria reală de contact; po � presiunea de curgere a materialului mai 
moale dintre cele două. 

Presiunea de curgere este foarte apropiată de duritate, H, măsurată prin teste de imprimare, 
astfel că: 

                                      HAF rn = . (5.3) 
5) Ca urmare a deformaţiei plastice severe, asperităţile formează suduri reci ce sunt legături 

adezive puternice. 
6) Forţa specifică de frecare, s, este necesară forfecării unităţii de arie a joncţiunii asperităţii: 
                                       sAF rf = . (5.4) 
Neglijând efectul de brăzdare din (5.3) şi (5.4), rezultă coeficientul de frecare µ: 

                                      
H
s

F
F

n

f ==µ  (5.5) 

Se observă că se explică teoretic legile lui Amonton: frecarea este indenpendentă de aria 
nominală de contact şi forţa de frecare este proporţională cu forţa normală. 

Pentru materiale ideal elatic-plastice şi neglijând efectul de ecruisare, forfecarea materialului 
mai moale are loc când s = k (tensiunea critică de forfecare k = σc /2 pentru criteriul de curgere 
Tresca  şi k = σc /21/2 pentru criteriul Mises), astfel că 

 

                             










→
σ

→
σ

==µ
Mises

H
67,0

Tresca
H

5,0

H
k

c

c

 (5.6) 
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Raportul 
H
k  este relativ constant pentru multe materiale, astfel că valorile coeficientului de 

frecare pentru o cuplă din materiale similare este 16,0
H
k ≈≈µ , chiar dacă valorile k şi H sunt 

esenţial diferite pentru metale diferite. 
Potrivit acestei teorii, efectul de brăzdare al frecării µb se adaugă la efectele date de ecuaţia 

(5.6). Efectul de brăzdare se va analiza detaliat într-un viitor subcapitol. 
Deşi această teorie simplă este atractivă, totuşi este inadecvată în multe situaţii: 

1) coeficientul de frecare, 
H
k=µ , depinde numai de proprietăţile mecanice ale materialului 

mai moale dintre cele două, astfel că un anumit material are acelaşi coeficient de frecare contra 
fiecărei contrafeţe dure; acest lucru nu este pe deplin verificat; 

2) Valorile coeficientului de frecare în atmosfera normală ca temperatură şi umiditate pentru 

metale sunt de ordinul 0,5, mai mare decât valoarea 0,16 din 
H
k=µ . 

3) Multe materiale, în special cele ductile, manifestă coeficienţi de frecare mult mai mari 
atunci când suprafeţele nu sunt contaminate cu filme de oxizi (condiţie verificată în vid). 
Coeficienţii de frecare sunt mult mai mari decât unitatea în cazul unor viteze de alunecare extreme 
şi când pe muchia cuplei se formează adeziuni. 

 
5.4.2. Extensie a teoriei adeziunii (completări Bowden-Tabor) 
În teoria simplă a adeziunii, efectele forţei normale şi ale celei tangenţiale au fost 

considerate separat; aria reală de contact a fost apreciată ca fiind determinată numai de forţa 
normală ( )HAF rn =  şi forţa de frecare ca fiind o cauză a forfecării acestei arii ( )sAF rf = . 

Totuşi, coeficienţii de frecare observaţi între suprafeţe metalice curate indică că adevărata 
arie de contact trebuie să fie mai mare decât cea prezisă prin teoria simplă a adeziunii. Această 

creştere a ariei este explicată de Bowden 
şi Tabor prin combinarea efectelor 

sa

co

p

(d
jo

τ 
tensiunilor normale şi tangenţiale.  
Se consideră iniţial sistemul 

bidimensional de tensiuni şi se apreciază 
că apariţia curgerii are loc când 
tensiunea de forfecare atinge valoarea 

u                                         222 k44p =τ+  
Se examinează efectele compunerii tensiunilo

ntact în joncţiunea asperităţii. 
Se consideră o singură asperitate sub sarcina 

rin 
H
FA n

r = . Se notează că punctul de curgere este

e forfecare) maximă din material este k, astfel că la
ncţiune va avea loc curgerea plastică. 
σ
 critică k. 
Utilizând cercul Mohr, curgerea 

apare când 
                  

22
2

k
2
p =τ+







  (5.7′) 
r normale şi tangenţiale asupra ariei reale de 

normală Fn, având aria de contact Ar, definită 

 chiar duritatea H şi că tensiunea tangenţială 

 creşterea tensiunii normale sau tangenţiale în 
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Dacă creşte joncţiunea, atunci ambele tensiuni normale şi tangenţiale descresc şi acest 

proces contin
nou va suport

! Pe
          

unde α şi r su
1) cân

deci               
2) cân

mai mare dec

          

Ţinând
Totuşi
Se va 

joncţiunii. 
Se con

frecare, 
r

f

A
F

, 

mai produce ş
          
Dar H
uă până când tensiunea tangenţială în joncţiune face ca să atingă valoarea k, când din 
a sarcina elastic. 
ntru cazul tridimensional se consideră o relaţie de forma: 
                         222 rp =ατ+  (5.8) 
nt constante ce se vor determina din următoarele condiţii la limită: 
d nu este forţă tangenţială τ=0 şi p=H rezultă r2=H2, 
                         222 Hp =ατ+  (5.9) 
d joncţiunea este foarte mare şi adeziunile sunt puternice, forţa de frecare este mult 
ât forţa normală (p<<τ), astfel că 22 H≈ατ , în acest caz k≈τ deci 

                      2

2
22

k
HHk =α⇒=α  (5.10) 

 seama că H ≈ 6k ⇒ α ≈ 36. 
, experimental s-a constatat că α<36 şi Bowden şi Tabor au adoptat α=9. 
analiza că valoarea exactă a lui α are influenţă secundară numai asupra mărimii 

sideră joncţiunea contaminată, astfel că τs=ck, unde c<1. În timp ce tensiunea de 

este mai mică decât τs, filmul de contaminant va fi forfecat, mărimea joncţiunii nu se 

i va apare alunecare. Astfel, condiţia pentru alunecare va fi: 
                                   2

s
2 Hp =ατ+ . 

22 kα= , astfel că 
                  

2

2
s22

s
2 kp

τ
α=α=ατ+  
c
şi                   

( )[ ] 2/12

s

c1
c

p −α
=

τ
=µ  

În acord cu această teorie, când 
c→1 (τs=k), coeficientul de frecare 
tinde spre ∞, lucru observat pentru 
metalele curate. Se observă din (5.11) 
că µ scade foarte repede cu c. Când c 
este mic 
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2/1

c
α

≈µ                                        

Se obţine coeficientul de frecare scăzut dacă există un film cu tensiune redusă la forfecare. 
Acest principiu se aplică la lubrificaţia cu filme de metale moi şi lubrifianţi limită. 

! Johnson a sugerat în locul relaţiei (5.8), ( )222 rp =ατ+ , o relaţie de forma 
 
                                         2

2
2
s1

2 kp α=τα+ , (5.12) 

asfel că                                 [ ] 2/12
12

s

c
c

p α−α
=

τ
=µ , (5.13) 

cu τs=ck, c<1. 
Johnson a arătat că dacă c→ 1, alunecarea este posibilă şi µ→1. Este posibil să apară 

coeficienţi de frecare mai mare decât 1, dar fără mărirea joncţiunii şi formarea unei aşchii sau 
material transferat pe suprafaţa opusă. 

! Halling a sugerat că α nu este constant ci este funcţie de c. Se consideră cazul unui 
element de suprafaţă supus la tensiuni normale p şi tangenţiale τ şi se menţine în echilibru prin 
acţionarea tensiunilor interne a1p şi a2p. 

 
În cazul general 0<c<1, starea plană de deformaţii poate fi reprezentată prin cercul Mohr 

             ( ) ( )
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2
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sau                                                2222 kkcp α=α+  

unde                                               
2

1a1
2









−

=α  (5.14) 

şi                                            ( )[ ] 2/12c1
c

p
ck

−α
==µ  (5.15) 

relaţie similară cu (5.11) dar cu α variabil (5.14). Valorile lui α pentru cazurile extreme: c=0 şi c=1. 
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c=0 � rigid- material platic: 0ck ==τ  

             k
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








=

=
⇒=−

6
5a

3
2a

6
1

2
a1

2

11
  

deci                                       36

3
21

2

2

=



















−
=α  

c=1 
 

==== 1aappapa




∞→α
⇒

=τ k
2121  

 
 
Variaţia lui α între aceste limite, (36, ∞), nu este 

cunoscută şi ecuaţiile trebuiesc modificate pentru cazul real al 
tensiunilor triaxiale şi pentru deformaţii deplin elastice sau 
plastice cu ecruisare. Deci, potrivit acestei teori, coeficientul 
de frecare depinde de tensiunile interfaciale de forfecare, 

zentate de ck şi caracteristicile de deformaţie ale materialului. 
 
5.4.3. Componenta de adeziune a forţei de frecare 
Din expresiile coeficientului de frecare (5.6), (5.11), (5.13) şi (5.15) se observă că nu 

de de forma corpului (rugozităţii) şi caracterizează numai materialul 






 τ
=µ=µ

p
,

H
k s . 

Se analizează influenţa formei rugozităţii asupra componentei de adeziune a coeficientului 
de frecare. 
a) Rugozitatea sferică � pe suport moale 
Se consideră suprafaţa elementară dA din zona de 

separaţie 

ϕϕπ=
=ϕϕπ=ϕπ=

dcosR
cosRrdrRddA

2  

şi forţa de adeziune ce acţionează pe această suprafaţă 
dA'dF sτ=  

τs - rezistenţa la forfecare pe suprafaţa de contact. 
Componenta ce acţionează pe direcţia de mişcare 

ϕϕτπ=

=ϕϕϕπτ=ϕ=

d2sinR
2

dsincosRsin'dF"dF

2
s

2
s
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Valoarea medie a componentei dF� pe direcţia de mişcare, "
adF , 

     ∫
π

π−

ϕϕτ=
π

=⇒⋅=αα=π
2

2

s
2"

a
"
a d2sinR"dF2dF2"rdFcos"dFrdrdF  

Componenta de adeziune pe direcţia de mişcare va fi 

                ( )∫ ∫
π

ϕ

ϕ+τ=ϕϕτ==
2

1s
2

s
2"

aa

1

2cos1R
2
1dsinRdFF  

 
 
Notând 

 2
1s

2
s

2
a1 rsinRF

2
τ=θτ=⇒ϕ−π=θ . 

Dar 2
11 r

2
1A π=     

şi    2
1c1cn r

2
1AF πσ=σ= . 

Deci 
c

s
2
1c

2
1s

n

a
a

2
r
r2

F
F

σ
τ

π
=

πς
τ

==µ . 

 
 
 
 
 
 

b) Rugozitate cilindrică 
 
b1) Cu generatoarea pe planul moale � analog, rezultă: 

                           
c

s

1c

s

n

a
a cosBR

dsinBR

F
F

2

1

σ
τ

=
ϕσ

ϕϕτ

==µ
∫
π

ϕ  

b2) Cu generatoarea perpendiculară pe planul moale 
 

∫
π

π
−

δτ=αατδ=

σπ=

δτ+τπ=

2

2

ssav

c
2

n

F

s

F

s
2

a

R2dcosRF

;RF

;R2RF
avao 876876

 

rezultă                





 δ

π
+

σ
τ

=
σπ







 δ

π
+τπ

==µ
R

21
R

R
21R

F
F

a

s

c
2

s
2

n

a
a . 
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5.4.4. Teoria brăzdării 
Se consideră că rugozităţile suprafeţei dure pătrund în materialul mai moale şi-n prezenţa 

mişcării are loc un fenomen de brăzdare. 
a) Rugozităţi sferice rigide 

ev

u

u
m

Materialul planului 2 se deformează plastic, fără curgere, atingându-se limita de curgere σc, 
aluată prin duritatea H. 

Geometric:  

        ( ) ( )θ−θ=θθ−θ=π= 2sin2R
2
1cossinR2R2R

2
1A,

2
rA 22

2

2

1  

Considerând materialul planului izotrop: 1cni AF σ=  şi 2cai AF σ= . 
Deci, coeficientul de frecare la brăzdare este: 

   

( ) ( )( )

r
)(c

sin
2sin212sin2

1R
1R

2sin2
R2
R2sin2

2
r2

R
A
A

F
F

22

2

2

2

2

2

1

2

ai

ni
b

θ=
θ

θ−θ
π

=
π

θ−θ







 −

δ
δ

=

=θ−θ
δ−δπ

=θ−θ
π

===µ

 (5.16) 

nde  
3sin

2sin2)(c 2

ϕθ≈
θ

θ−θ=θ  pentru valori mici ale lui θ. 

Pentru 23,030
2
Rr b

o =µ⇒=θ⇒=  şi pentru 190Rr b
o =µ⇒=θ⇒= . 

b) Rugozităţi cilindrice rigide 
Se consideră că rugozităţile cilindrice rigide se găsesc în contact cu o suprafaţă plană dintr-

n material moale, caracterizat prin rezistenţă la curgere σc. Se atinge limita de curgere, însă 
aterialul nu curge. 

Geometric: 
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- pentru cilindrul orizontal 

                  ( ) ( )
δ=

δδ−=δ−−==
LA

R2LRRLLrA

2

22
1  

şi coeficientul de frecare la brăzdare: 

                         
1R2

1
A
A

F
F

c1

c2

ni

ai
b

−
δ

=
σ
σ

==µ  (5.17) 

şi
- pentru cilindrul vertical 
Geometric: 
                               δ=π= R2A;RA 2

2
1  

                                       
R

2
A
A

F
F

c1

c2

ni

ai
b

δ
π

=
σ
σ

==µ  (5.18) 

c) Rugozităţi conice 
 

Materialul moale nu curge �  
2

    

θ
π

=
π

δ=
σ
σ

=µ⇒

δ=θ=δ=

π=

ctg2
r
ctgr2

A
A

ctgrrrctgr2
2
1A

2
rA

2

2

c1

c2
b

2
2

1

 (5.19) 

De exemplu pentru θ=60o⇒µb=0,32, 
                                θ=30o⇒µb=1,1. 
Uzual rugozităţile cu unghiul  θ ≈ 85o, astfel că  
µb ≈ 0,056. 
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d) Efectul curgerii materialului asupra coeficientului de frecare 
În ipoteza curgerii materialului se menţine constant volumul de material, astfel că în faţa 

rugozităţii se formează un �val� de deformaţie. Efectul acestei deformaţii este acela de a mări 
coeficientul de frecare (µbp) faţă de cel determinat în ipoteza că materialul nu curge µp (5.16), 
(5.17), (5.18), (5.19). 

                                              ppbp kµ=µ  (5.20) 
unde kp este un coeficient dependent de material. 

 
 

re
te

m

d
tr
 
 
 
 
 
 
 
 

5.4.5. Teorii ale frecării pe bază de deform
În teoria adeziunii, tensiunile normale şi de

prezentative pentru toate rugozităţile. În teoriile
nsiunile normale şi tangenţiale ale asperităţilor var

Baza fizică a acestei analize este aceea că
işcarea este paralelă cu interfaţa şi separarea supra

Cu această ipoteză se poate aprecia că aria 
eformaţie determinat de o forţă normală constan
ebuie să se deformeze atâta timp cât există mişcare

a) Teoria lui Edwards şi Halling (1968) 
 
Se c

pană cu sem
două asper
(după ating
corespunzăt
elastic) 

Cu a
instantanee 
timpul exist

În c

tensiunea d

după criter
contaminată

Calc
Material kp 
Wolfram 1,55 

Oţel 1,35-1,70 
Fier 1,90 

Cupru 1,55 
Cositor 2,40 
Plumb 2,90 
 

 
 
 

aţii 
 curgere ale unei asperităţi sunt considerate ca 
 frecării pe baza deformaţiilor se consideră că 
iază în timpul existenţei joncţiunii. 
 în timpul mişcării macroscopice a suprafeţei, 
feţelor (interstiţiul) rămâne constantă. 
de contact este constantă la un anumit nivel de 
tă şi drept consecinţă asperităţile din contact 
 între suprafeţe. 

onsideră două asperităţi idealizate sub formă de 

iunghiul θ şi care se deplasează relativ. Cele 

ităţi solide se deformează ideal elastic-plastic 
erea limitei de curgere şi ariei de contact 
oare, asperitatea în ansamblu se deformează 

ceaste precizări, se poate calcula valoarea 
a forţei de frecare Fai şi a forţei normale Fni în 
enţei joncţiunii. 
azul unei suprafeţe de contact perfect curată, 

e forfecare a joncţiunii va fi k, 
2
cσ

  sau 
3
cσ

 

iul de plasticitate sau ck, dacă suprafaţa este 
 cu un anumit film (c≤1). 
ulul se face pentru valori diferite ale lui θ şi c 
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cu teoria lui Bowden şi Tabor (Fn=ArH, Ff=Fa=sAr, H
s=µ  şi ( )[ ] 2/12

s

c1
c

p −α
=

τ
=µ   ). 

u

m

u
se

d
să
ab

d
fr

co
p
co

n

Ecuaţia generală pentru µ, dată de Edwards şi Halling, este: 

                                 ( )

( ) φ
−α

−

φ+
−α=µ

2/12

2/12

c1
c1

c1
c

 (5.21) 

nde φ este o funcţie de c şi de geometria joncţiunii şi φ=0 când θ=0. 
Este interesant că atunci când φ=0, ecuaţia se reduce la cazul teoriei extinse a adeziunii 

odificată de Bowden şi Tabor (relatia 5.11): ( )[ ] 2/12c1
c

−α
=µ . 

Este caracteristic că teoria deformaţiei ia în considerare faptul că energia consumată ca 
rmare a deformaţiei plastice creşte cu �ascuţirea� rugozităţilor (unghiul la vârf). Pentru rugozităţi 
misferice energia creşte cu scăderea razei sferelor. 

În cazul deformaţiei elastice a asperităţilor, nu există o componentă de deformaţie a frecării, 
ar aria reală şi implicit forţa de forfecare creşte cu panta asperităţii. Aceste două consideraţii fac ca 
 se accepte că frecarea între două suprafeţe macroscopice netede creşte cu raza de curbură medie 
solută. 

 
b) Teoria frecării prin histerezis 
Se consideră că materialul se deformează elastic şi că o parte din energia necesară 

eformării pe direcţia de lunecare se pierde prin histerezis. Această energie are ca efect o forţă de 
ecare. 

Pentru cazul în care un corp se consideră perfect rigid, de formă idealizată (sferă, cilindru, 
n) şi celălalt un semispaţiu elastic, forţa de frecare Fai se defineşte ca energia necesară deformării 

e direcţia de alunecare (Lmi) corespunzătoare unei lungimi de frecare egală cu dimensiunea 
rpului pe acea direcţie (λ): 

                                          
λ

= mi
aih

LF  

Energia necesară deformării, Lmi, se apreciază prin energia elastică înmagazinată în corp şi 
erestituită (pierdere prin histereis), 

                                      heimi EL α= , 
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unde Eei este energia elastică, 
*E

Vp
2
1E 2

mei =  (pm � presiunea medie de contact, E* - 

modulul de elasticitate redus al materialului semispaţiului elastic 21
E*E
ν−

= , V � volumul de 

material deformat); αh � coeficientul pierderilor prin histerezis (αh=0,01 pentru metale,  
αh ≈ 0,6�0,8 pentru elastomeri). De remarcat că acest coeficient depinde de temperatură şi de 
frecvenţa solicitărilor, în special pentru materialele vâscoelastice. 

Considerăm că pe o suprafaţă de arie A se găsesc no corpuri rigide (rugozităţi de formă 
idealizată cu dimensiunea în direcţia de alunecare λ) 

                                               2o

2

An







 λ

≈  . 

Din acest număr maxim de rugozităţi (no), numai o parte se găsesc în contact (n=γno, γ≤1, γ - 
coeficient de �densitate� a rugozităţii), astfel că: 

                                                 2

A4n
λ
γ= . 

Forţa totală de frecare prin histerezis, Fah, este: 

                         n

2
m

3hei3ainah *E2
VpA4EA4nFF α

λ
γ=α

λ
γ== . 

Prin definirea coeficientului de frecare, 
n

ah
h F

F
=µ , rezultă: 

                             







λ






γα==µ 3

m
n

m

ah
h

V
*E

p
2

Ap
F

. 

Se analizează concret expresia coeficientului de frecare, prin histerezis, pentru trei forme 
idealizate de rugozităţi: sferă, cilindru, con. 

1. Rugozităţi sferice 
- Relaţiile hertziene: 

31
 D /
2

31

2
3

2

2

2

1

2

6
3
2

2
4

2
3

ν−
=



























π

==
π

=

=δ













=

E*E

;
D

*PEp
a
Pp

;
D
a;

*E

P
a

/

om  

- Volumul calotei sferice � volumul materialului deformat: 

3
4

3

54

3

4
22

212824
22

22
3

3
D

E
p

D
*E

p
DD

aDDV mm 






π=






 ππ=π=δπ≈





 δ−δπ= . 

Deci 
5

m
3

5

h E
p

264






π=µ . 
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2. Rugozităţi cilindrice 
- Relaţiile hertziene: 

 

( ) δ≈δ−−=

≈






 −








π
=δ

π
=⇒








π
π=









π
=

R2RRa

D
a1

a
D2ln2

L*E
P

;
E

pD4a
LD

*PE2
4

p

;
*LE

PD2a

222

2

m
2/1

m

2/1

 

 
 
- Volumul segmentului de cilindru: 

( )
3

m2
33

m
3

33

3
m

3

E
p

LD4
E

pD4
D
L

E
p

R8
D
L

D
LaLacosRRa2

2
1R2

360
R2

2
1LV

















π
=








π
=

=







π
==δ≈






 β−−βπ=

 

Deci          
4

m
h

3

h *E
p

D
L42 






γα








π
=µ . 

3. Rugozităţi conice 
- Relaţiile contactului elastic 

1 acoshctg*E1)r(p =⋅α= −

ex
 
 
 
 
 
 

   

2

2

a
r11

a
r11

lnctg*E
2
1

r2







−−







−+

⋅α=
 

        
D
H*Ectg*E

2
1

a
Pp 2m =α=

π
=  

- Volumul conului de material deformat 

                                απ=δπ= ctga
3
1a

3
1V 32 . 

Deci 
2/3

a
2

m
h3

3
m

hh E
p

*E
p

3
2

D3
ctga

*E
p

2 













γα

π
π=απ







γα=µ   unde    

HD
P2pa = ,   P fiind forţa 

terioară preluată. 
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5.4.6. Teoria molecular-mecanică a frecării 
 
a) Componenta moleculară a frecării 
În zona de contact, rugozităţile celor două suprafeţe se întrepătrund şi au o mare densitate de 

energie de ordinul de mărime a 103 W/m2. Ca urmare a acestei energii, moleculele din contact se 
găsesc aproape de starea de disociere. Totodată densitatea �golurilor� din stratul superficial ete de 
circa 2-3 ori mai mare decât în materialul de bază în cazul metalelor, iar în cazul polimerilor stratul 
superficial are o masă moleculară de 2�4 ori mai mică decât a materialului de bază. Ca atare, 
rezistenţa stratului superficial este influenţată de rezistenţa unei �legături�, determinată pe baza 
energiei de activare (U) şi de numărul real al acestor �legături�. 

Potrivit teoriei lui Frankel, trecerea unui atom de metal lichid, topit din starea temporară de 
echlibru în altă stare se face pe baza evaporizării şi condensării. În acet caz timpul de �staţionare� 
(t) se poate determina cu o expresie de forma Arrhenius 

                                            





=

kT
Uexptt o  

unde k este constanta lui Boltzman, to � timpul de oscilaţie proprie, T � temperatura locală, U � 
energia de activare, 

                                           ro pUU γ+=  
depinde de natura materialului (Uo), de geometria rugozităţilor ce formează �corpul terţ� (γ) şi de 
presiunea reală de contact (pr). 

Rezistenţa adeziunii se consideră proporţională cu timpul de �staţionare� 

    ro
ro

oo
ro

ooooo p
kT
p

kT
U

1ta
kT

pU
expta

kT
Uexptata β+τ=






 γ

++≈





 γ+

=





==τ  

unde 
kT
U

tata o
ooooo +=τ  este rezistenţa specifică moleculară a materialului, 

kT
ta oo

γ=β  - 

piezocoeficient caracteristic �corpului terţ�, format în zona de frecare. 
Pentru multe materiale (metale şi polimeri) în regim uscat β=0,02-0,15. Pentru cupla de 

frecare metal-metal fără lubrifiant τo=2..3 MPa, iar cu lubrifiant τo=1..1,5 MPa. Pentru cupla 
polimer τo=0,2-0,5 MPa. 

Considerând că �legăturile� au loc numai pe aria reală de contact (Ar), se deduce 
componenta moleculară a coeficientului de frecare (µa). 

β+
τ

=
τ

==µ
r

o

rr

r

n

t
a pAp

A
F
F

. 

Mărimile τo şi β se pot determina experimental pe standuri specializate. 
 

Material ττττo, 
N/mm2 ββββ Material ττττo, 

N/mm2 ββββ 

Vanadiu 18,0 0,250 Argint 65,0 0,090 
Crom 50,0 0,240 Aluminiu 30,0 0,043 
Beriliu 4,5 0,250 Zinc 80,0 0,020 
Platină 95,0 0,100 Cositor 12,5 0,012 
Cupru 110 0,110 Plumb 9,0 0,014 
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Componenta moleculară (µa) poate fi evidenţiată şi pentru regimul de frecare limită. 

Mărimile τo şi β depind de natura stratului din zona de frecare şi de materialul suprafeţei. De 
exemplu, pentru contactul unei epruvete din sticlă pe parafină, s-a constatat că forţa de frecare (Ff) 
depinde de numărul straturilor de săpun de calciu depus pe sticlă 

 
 

F

b

su
co

R
δ

sf
(c
m
el
in

p

at
 
 

1 – 61 de straturi 
2 – 3 straturi 
3 – un strat 

 
 
 
 
 

nfonronn
r

o
n

r

o
nf FFFAFF

p
F

p
FF β+=β+τ=β+

τ
=








β+

τ
=µ= , 

fo fiind forţa moleculară (τoAr) dependentă seminficativ de numărul straturilor de pe suprafaţă.  
Un oţel de scule cu patru lichide diferite are τo=1�16,5 MPa (N/mm2) şi β=0,04�0,11); un 

ronz cu aceleaşi patru lichide are τo=0,5�7 MPa şi  β=0,03�0,6. 
Cunoaşterea mărimilor moleculare τo şi β, pentru anumite condiţii de lucru şi de calitate a 

rpafeţei de frecare pentru care se poate determina presiunea reală (pr), permite calculul analitic al 
mponentei moleculare a coeficientului de frecare (µa). 

 
b) Componenta mecanică a frecării 
Un parametru important ce caracterizează deformaţia mecanică a rugozităţilor este raportul 

 (δ adâncimea de penetrare a rugozităţilor, R � raza de curbură a rugozităţilor modelate sub de 

ere). Proprietăţile reologice ale materialelor, şi-n special ale stratului format în zona de contact 
orpul terţ�), determină rezistenţa în direcţia de mişcare relativă. Comportarea la frecare a 
aterialelor se apreciază prin tensiunile de curgere la tracţiune simplă (σc), forfecare simplă (τc), 
asticitate după diferite direcţii (E,G), contracţie transversală (coeficientul Poisson, ν), frecarea 
ternă evaluată, de obicei, prin vâscozitate sau prin coeficientul pierderilor prin histerezis αh. 

Se analizează câteva cazuri simple: 
1) Contactul unei singure rugozităţi 
- Deformaţie plastică 
Fie o rugozitate perfect rigidă de formă sferică (raza R) care deformează plastic o suprafaţă 

lană. 
Dacă sub o anumită forţă normală Fn1, rugozitatea deformează suportul cu penetraţie δ, 

unci se poate determina aria pe direcţia de mişcare  δ=δ= aa
2
12At  (aria triunghiului). 

Forţa de rezistenţă a materialului deformat plastic va fi: 
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δσ=σ= aAF ttt1t , 
unde σt este tensiunea normală de înlăturare a materialului de pe direcţia de direcţie de mişcare. 

Sarcina normală Fn1 ce deformează plastic 

(σ

a

u
σ

suprafaţa plană este: 

2
aAF

2
nnn1n

πσ=σ=  





2
1 ţine seama că materialul deja deformat în partea 

din spate a sferei nu mai este portant). 
Pentru un material izotrop şi omogen 

n=σt) rezultă, prin definiţie, coeficientul de frecare (componenta mecanică µm): 

a
2

a

a2
F
F

2
n

t

1n

1t
m

δ
π

=
πσ

δσ
==µ . 

Pentru deformaţii δ mici se poate exprima δ≈δ−δ=δ−−= R2R2)R(Ra 2222  , deci 
δ≈ R2 . 

Deci 
R

47,0
R2

2
m

δ=
δ

δ
π

=µ  . Un calcul mai exact conduce la 

2/1

c

1n
m c

F
R
31,0

R
55,0 








σ

≈δ=µ   

nde HBc c ≈σ , c � coeficient ce ţine seama de ipoteza de curgere şi de forma rugozităţilor, c≈3; 
c � tensiunea de curgere a materialului, HB � duritatea. 

- Forţa normală: HBRcRR
2
aF cnn

2
1n δπ≈σδπ=δσπ=σπ= . 

- Forţa tangenţială necesară deplasării sferei: 

HBR55,0cR55,0cR
R

55,0FF 2/32/1
c

2/32/1
c1nm1t δ≈σδ=σδπδ=µ= . 

- Deformaţie elastică: 
O sferă rigidă de rază R în contact cu un plan elastic sub acţiunea sarcinii normale Fn1. 
Elementele geometrice ale contactului elastic se determină cu relaţiile lui Hertz: 
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 Într-un punct oarecare de pe suprafaţa de contact 
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(x,y), deformaţia δ va fi: 

R2
r2

o −δ=δ , 

unde r2=x2+y2. Variaţia deformaţiei în punctul (x,y) în direcţia de lunecare x este 

R
x

x
−=

∂
δ∂  

Lucrul mecanic elementar, specific consumat de sferă este 

 pdxdy
R
x

x
pdxdydL =

∂
δ∂−=  

Înlocuind presiunea  2

22
o

a
yx1pp +−=  şi integrând între limitele x=0 până la 

22 yax −=   şi y=-a până la y=a, rezultă 

∫∫ 





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
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R*E
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16
3pxdxdy

R
1L  

Ţinând seama că o parte din acest lucru mecanic unitar este cedat sub formă elastică, iar 
cealaltă parte (αhv) este pierdută prin histerezis, rezultă că forţa necesară translatării sferei este 
Ft1=αhvLm (αhv fiind coeficientul volumic al pierderii prin histerezis αhv≈2,2αh, αh � coeficientul 
pierderii prin histerezis al materialuui, determinat experimental pentru solicitarea simplă de 
întindere-compresiune). 

Deci, 
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2) Contactul mai multor rugozităţi (contactul multiplu) 
Prezenţa mai multor rugozităţi pe suprafaţa de frecare impune luarea în consideraţie a 

aspectelor aleatoare ale geomtriei rugozităţii (înălţime, pas, rază de curbură). 
Se apreciază că regimul termic în procesul de lunecare este stabilizat, astfel că proprietăţile 

fizico-mecanice ale rugozităţilor se menţin constante. Forţa tangenţială necesară deformării 
mecanice a asperităţilor pe direcţia de lunecare (Ftm) (componenta mecanică a forţei de frecare) se 
obţine prin însumarea forţelor elementare ce apar pe cele n asperităţi ce se găsesc în contact ca 
urmare a sarcinii normale Fn 

∫=
n

0
titm dnFF , 

în care Fti este forţa tangenţială necesară deformării asperităţii i şi depinde de starea de deformaţie şi 
secţiunea asperităţii i la nivelul corespunzător deformării sub sarcina normală. 

Se explicitează această relaţie pentru cazul rugozităţilor sferice cu raza constantă a înălţimii 
aleatoare. 

 În cazul contactului unei suprafeţe rugoase cu toate rugozităţile sferice de aceeaşi rază R şi 
înălţimi diferite cu o suprafaţă plană ideală, se găsesc n asperităţi. Dacă legea de dispunere a 

înălţimii rugozităţii este 
on

n)z(f =  (no � numărul total de rugozităţi de pe suprafaţa de referinţă) se 

poate scrie 
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dz)z('fndn o=  
• Pentru distribuţia polinomială a înălţimii rugozităţii 

1ss tsz)z('f,tz)z(f −==

 
şi contactul plastic  

c
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c
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2/1

ti c)z(RR55,0cR55,0F σ−επ=σδπ=  

în care Ry este înălţimea maximă a rugozităţii, ε - înălţimea relativă a uneia dintre rugozităţi 



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h . 
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o RR2
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tn,1s

π
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unde t, s � constante determinate pe baza parametrilor b, ν ai curbei de portanţă, An fiind aria 
nominală de contact (v. 4.7.3). 

Deci, 
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Înlocuind în integrală rezultă 
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în care 
ε

= zy . 

Dacă se ţine seama de relaţia dintre Fn şi ε (v.4.7.3), 
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în care 
n

n
n A

F
p =  este presiunea nominală de contact; krp � constantă a  microgeometriei 
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2
1a = constantă. 

• Pentru distribuţia polinomială a înălţimii rugozităţii şi contact elastic, se deduce: 
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  - parametrul complex al microgeometriei; kre � constantă a 

microgeometriei pentru deformaţii elastice ( )
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c) Coeficientul de frecare global 
În procesul de frecare, conform teoriei molecular-mecanice, forţa necesară pe direcţia de 

mişcare se compune dintr-o forţă pentru învingerea adeziunilor molecular şi una pentru realizarea 
deformaţiilor. cu această precizare, coeficientul de frecare are expresia: 

R
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δ
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τ
=µ+µ=µ - pentru contactul plastic, constanta kp=0,55; 

R
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δ
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τ
=µ+µ=µ - pentru contactul elastic constanta ke=4,1αh. 

Dacă se ţine seama de expresiile presiunilor reale pr şi ale raportului 
R
oδ

 se deduce: 

- pentru contactul plastic: 
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- pentru contactul elastic: 
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în care ( )
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Din analiza detaliată a coeficientului de frecare se pot face următoarele aprecieri: 
1. Pentru contactul plastic: 
- coeficientul de frecare creşte cu încărcarea, evaluată prin presiunea nominală pn; 
- scade cu tensiunea de curgere σc (cσc≈H � duritatea materialului); 

- creşte cu  parametrul global al rugozităţii, 
ν

=∆
/1

y
r

Rb

R
. 

 
 
 
2. Pentru contactul elastic: 
- pentru o microgeometrie dată şi care se menţine constantă în timpul funcţionării � ipoteză 

valabilă numai pentru un timp foarte scurt de funcţionare � coeficientul de frecare are un minim cu 

încărcarea, evaluată prin raportul x
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p 12
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β+=µ 21cc2  cu următoarele expresii ale constantelor c1,c2: 
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- în ipoteza autoadaptării sistemelor tribologice, ipoteză verificată pentru toate cuplele 
biologice cercetate şi pentru unele cuple mecanice, funcţionarea decurge către o minimizare a 
coeficientului de frecare pentru condiţii relativ constante ale încărcării. În această ipoteză, 
coeficientul de frecare devine minim prin modificarea microgeometriei, rezultând un parametru 

complex ∆r optim,  
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