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4. ELEMENTE PRIVIND CALCULUL TENSIUNILOR SI ARIEI DE CONTACT
4.1. Miscare si forte in punctul de contact [A6, A14]
4.1.1. Sistem de referinta

conforme - se "potrivesc" exact sau se pot deforma

4mpreuné; exemple: lagare axiale, radiale, ambreiaje;
Suprafetele solide pot fi: onconforme - au profile diferite: ~ * punctuale,
- liniare

exemple: rulmenti cu bile, role (conform - intr-o directie,si neconform
- in directie perpendiculard).

Planul tangent x - y = plan osculator (fig.4.1.1)

Directiile x si y sd coincida, pe cat posibil, cu axele de
simetrie ale suprafetelor.

De ex: pentru contactul a doi cilindri cu

axele paralele, axa oy se alege in lungul axelor paralele, iar

i ox perpendiculara.
e Pentru profile nedeformate,
5 z; =11 (xy)
: 2, =15 (xy)
Distanta de separare inainte de incarcare:
- h=z +z,=f(xy) 4.1.1)

Fig. 4.1.1

4.1.2. Miscarea relativa a suprafetelor - alunecare, rostogolire §i spin (pivotare)
Miscarea corpurilor solide - pentru un timp foarte scurt - instantanee.
Punct de referintd - punctul de contact 0.
Corpul 1 are viteza liniara V; si viteza unghiulara Q.
Corpul 2 are viteza liniara V, si viteza unghiulara Q,
Sistemul de referintd are viteza liniara V) si viteza unghiulara Q, fiind orientate relativ fata
de planele tangent si normal ale punctului de contact.
Cu aceste precizdri = vitezele liniare si unghiulare ale corpurilor fata de 0:

vi=Vi-Vy

‘ v2=V2-Vj (4.1.2)
w=Q;-Qp
W =0, - Q 4.1.3)

Se descompun aceste viteze In sistemul cartezian. Dacad contactul este continuu, suprafetele
nu de separa niciodata, vitezele in lungul normalei de contact sunt egale
VZ1 = sz = VZ() §i Vz1 =V = 0 (414)

Viteza de alunecare relativa in punctul 0:
Av=v;-v;=V;-V,, cu componentele
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AVX = Vx1 - Vx2
Avy=vy - vy (4.1.5)

Rostogolirea este definita ca viteza unghiulara relativa intre corpuri in lungul unei axe din
planul tangent:

AWy = Wy - Wo = Q4 - Qo
A(.Oy =W1- Wy = le - Qyz (416)

Miscarea de spin (pivotare) este definitd ca viteza unghiulara relativd in jurul normalei
comune:
AW, =0y - W =Qy -Qp (4.1.7)
Orice migcare trebuie sa respecte conditia contactului continuu (4.1.4) si poate fi privita ca o
combinatie de alunecare, rostogolire si spin.
Spre exemplu, roata autovehiculului - normal este rulare - cand este pe o curba apare si spin;
daca derapeaza - aluneca fara rostogolire.

4.1.3. Transmiterea fortelor in punctul de contact

Forta normald P actioneaza in lungul normalie comune - este o forta de compresiune (fig. 4.1.2).
Forta tangentialda Q - in planul tangent - marimea trebuie sa fie mai mica sau la limita egala cu forta
de frecare limita
Q<P (4.1.8)
unde U este coeficientul limita de frecare.
Q se descompune dupa doud directii paralele cu axele Qy, Qy.
Pentru alunecare purd fortele tangentiale sunt la limita egale cu fortele de frecare si de sens invers
miscarii
M « M2 0 Nj __ Av
|AVX

pUP

(4.1.9)

Fig. 4.1.2
Forta transmisa in punctul de contact are ca efect modificarea contactului, transformandu-1 intr-o
suprafatd de marime finita.

Ca atare, devine posibila transmiterea unui moment aditional la forta. Corespondentele
acestui moment M, si My sunt definite ca momente de rostogolire. Ele produc o rezistenta la
migcarea de rostogolire, numitd frecare de rostogolire si, in general, sunt mici si uneori se
neglijeaza.

Cea de-a treia componenta M, , care actioneazd dupd normala comuna, se opune miscarii de
spin si se numeste moment de spin . Cand spinul acompaniaza rosogolirea, energia disipata prin
spin si rostogolire se numeste rezistenta la rulare .



4.Elemente privind calculul tensiunilor si ariei de contact 29

La acest punct este potrivitd denumirea de rostogolire libera (inertiald). Se va folosi acest
termen pentru a descrie miscarea de rostogolire in care spinul este absent §i unde forta tangentiala
Q in punctul de contact este zero.

Aceasta este conditia de oprire si pornire a rotilor vehiculelor. Dacd rezistenta de rulare si
frecarea in lagare sunt neglijate; este in contrast cu rotile conducatoare si rotile de frana care
transmit forte tangentiale sesizabile prin punctele de contact cu solul sau sina.

4.1.4. Tractiuni de suprafata

Fortele si momentele sunt transmise prin suprafata de contact si pe suprafata.
Tractiunea normald (presiune) - notata p si tractiunea tangentiala (datorata frecdrii) - notata q, sunt
considerate pozitive (fig. 4.1.2).

Conditiile de echilibru:

P= jspds (4.1.10)

Q, =[a.ds, Q, = [a,ds @.1.11)

Pentru contactele neconforme (inclusiv cilindrii cu axe paralele), suprafata de contact in
planul x, y se considera plana, deci:

M, = prds, M, = prds (4.1.12)
si M, =[(a,x—q,yks
4.1.5. Exemple

1. Angrenaje evolventice

Conditia continuitatii
contactului
Vicosa, =V, cosa, =V,

sau
A @, (01Tl)= a’z(Osz)
=0 _Oh _0C ) 14
o, OI OcC
\\ ey
- - ‘1 -

/ \\

\y
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Viteza unghiulara de rostogolire in jurul axei y

Aw=—(w, +w,) (4.1.15)
Viteza de alunecare
Av =v,—v, =vsina, —v,sina, =@ (07}) -, (07,) = (w + @ )0C  (4.1.16)

2. Rulmenti axial - radial cu bile

Inelul interior, inelul exterior si colivia (bilele
cu centrul C) se rotesc in jurul axei rulmentului
cu vitezele unghiulare Q;, Qy si, respectiv, Q..
G| Punctele de contact 0;, 0, = axele
(Zis Xi5 ¥i )y (Zos Yo Yo)
;o Vitezele in punctelele de contact
' 'r"i ’ | w=Q-Q, =09, -Q
I -y Fara alunecare in 0; = v;3=Vy;
w,;recosyPY, =wR,; r=razabilel
Similar in 0.
wyrcosy, = w,R,

= ' Fig. 4.14.

. W, R.

Elimindnd w, = — = RicosW, (4.1.17)

w, R, cosy;
Daca punctele de contact 0; si 0, sunt diametral opuse, unghiurile de contact O; si O, sunt egale,
astfel ca Y; =, .
Examinam pivotarea (spinul) in 0; .
Viteza unghiulara de spin

) . R.
(Aw,). = w, —0,, = sina, — 0, sin P, =, —l(ﬁ—tgwij (4.1.18)
r i

Pivotarea lipseste daca axa bilelor (colivia) intersecteaza axa
_ rulmentilor in punctul A. Analog pentru punctu 0, .
s - Pentru absenta spinului in ambele puncte de contact, cele doud
PN £, tangente 0O;y; si 0oy, sunt paralele cu axa rulmentului (rulment
o) radial simplu) sau punctele 0; si 0, sunt dispuse astfel incat O;y; si
L 0oy, intersecteazd axa rulmentului intr-un singur punct (punct
] ! comun) - cazul rulmentului cu role conice.

Fig. 4.1.5.
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Sistemul de forte - se considera rulmentul incércat cu o forta pur axiald si, deci, fiecare bila

este identic Tncarcata.

Fiecare contact transmite forta normald P, si forta tangentiala (Qy)i.

Presiunea si frecarea intre bila si colivie introduc forte tangentiale mici si directia x in punctele 0;
si 0, sisuntneglijate in acest exemplu.

Momentul de frecare de rostogolire (My)i, va fi neglijat, dar momentul de spin (M,);,
joaca un rol important in determinarea directiei axei de rotatie a bilei. La turatii mari ale bilei apar
forte centrifuge apreciabile si un moment giroscopic M,.

Se considera bilele in echilibru; facand ecuatia de momente in jurul liniei 00, , se deduce:

(Mp)i = (My), (4.1.19)
Dar pozitiile punctelor de contact 0; si 0, si directia axei bilei ;i nu sunt determinate
static. De aceea, este necesard si luarea in considerare a fortelor tangentiale (Qy)i, $1 momentului
de spin (M,)i, din miscarea de rostogolire si spin a punctelor 0; si 0, .

4.2. Contactul normal al solidelor elastice (teoria lui Hertz)
4.2.1. Geometria suprafetelor netede non-conforme

Se cer urmatoarele:
- geometria suprafetei de contact;
- marimea $i distributia tractiunilor normale, tangentiale transmise in lungul contactului;
- tensiunile si deformatiile Tn ambele corpuri si in apropierea regiunii de contact.
Se considera corpurile atdt la scard micro cat si macro, ca netede, profilele suprafetelor sunt
continue - axele z sunt pozitive - catre interiorul corpurilor.
Profilele in apropierea originii pot fi aproximate cu expresiile:

t 21=A1x2+B1y2+C1 xy+.. (4.2.1)
neglijand termenii de ordin superior.
— Alegerea orientdrii axelor X $iy, X; §i yi,se face astfel incat ca xy sa se
\ | reducd (=0), si (4.2.1) poate fi scrisa:
1, 1

z, = 2R1'X1 + 2R1”Y12 (4.2.2.a)

unde R;' si R;" sunt razele principale de curbura ale suprafetei in origine. Aceste raze se aleg astfel
incat curbura sa fie maxima si minima pentru toate punctele posibile in sectiunea transversala a
profilului.

Daci sectiunea transversald este simetricd, atunci exista o singura raza principala. Similar, se scrie
pentru a doua suprafata:

O
zZ, =— x5 + 422D
2 (2R2' 2 2R1”sz ( )
Separarea intre doua suprafete este h=1z, -z, .
In acelasi sistem de axe x,y = h = Ax* + By® +Cxy
La o alegerea a axelor astfel incat C =0,
1 1
h=Ax>+By’ =—x* +—y’ 4223
Y =g R (4.2.3)

unde A si B sunt constante pozitive, R' si R" sunt definite ca raze principale relative de curbura.
Daci axele principale de curbura ale fiecdrei suprafete x; si X, sunt inclinate cu unghiul a, =
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A+B:l(i+ij:l L+ 1 + ! + 1 (4_2_4)
2 Rl RH R1| R1” RZY RZH

(4.2.5)
2 R2| Rzll 2 Rll R1 "
Legaturaintre a si [3 este astfel incat C=0
{1 1 1 1 1
=>B-A=—| —-—|cos20 +—| — ——— |cos 23
2 Rll Rl " 2 Rzl RZH
K3 Se introduce raza echivalenta
L
| Re - (R|R||)1/2 :l(AB)—l/Z ;
e LS 2
' Ne_- (B/A)"? =(R'/R")""* =a/b= raportul semi-axelor elipsei de
| A R ot contact.
= i‘ A >
1 L o
— ‘ 2 e ®a -
\ - @ — A~
QS 3 2 o< &
> - ¢ _—
|} { 7‘“_1 _ i ) \]
R, R N
Exemple:
Pentru doi cilindri cu aceeasi raza R (R'y =R =R'", R"} =R", =) siincrucisati cu unghiul a =

45°=  A+B=I/R si B-A=(/2R) i
A=(1-1\2)i2R) si B=(1+1/42)/(2R) ; R'= 1/(2A) =342 R si R"=1/(2B)=0,585 R.
Raza echivalentd R, = (R'R”)l/2 =2R, (B/A)l/2 =2,41. Acesta este raportul dintre

semiaxa mare $i semiaxa mica a elipsei, fig. 4.2.1(a).

Sub
sarcind normald
de compresiune
, "punctul” de
A mer o » ! ' contact se
¥ ' transforma in
: arie. Daca cele
F 7 ¥ doua corpuri
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sunt solide de revolutie si R'y =R", =R;, R'} =R"; =R,

R, R,
Doi cilindri cu razele R; si R; si cu axele paralele in lungul axei y, R') =R;, Ry =0, R'; =Ry,
R"'y=0w si a=0, R, =0 si a=0, astfelca

A =%(1/R1 +1/R,), B=0.

(1 1 )
R>,=R" =R, = A=B= —(— + —j = contactul circular centrat 1n 0.

Pentru doi cilindri cu axele perpendiculare R'y =R, R";= o, R =R,

R, =0, a=12 = A=B=R/2)" = cerc de contact la fel ca la sfere de aceeasi razdi R in
contact cu un plan (R'; =R"; = ).

Se considera acum deformatia sub forta normald P. Doud solide cu curburile generale (alese
convexe pentru convenientd) - fig. 4.2.2 . Inainte de deformatie, intre doud puncte ale suprafetei S;
(xX1v121) $1S; (x1y122) existd h dat de 4.2.3. Dupa deformare, punctele S; si S, coincid, astfel ca

u,+u,, +h=9, +9,
(4.2.6)
Deformatiile u, st u,, se considera pozitive In
interiorul fiecarui corp.

; ' ; Scriind &= &, + &, si utilizand (4.1.3) =
— ! — u, +u, =0-h=98-Ax’ -By’ (4.2.7)
= I\.-II. n . .
3 unde x si y sunt coordonate comune punctelor S; si S;

proiectate pe planul
X-Yy.
Daca S; si S, sunt in afara contactului
u, +u, >0-Ax’ -By’ (4.2.8)

Pentru rezolvarea problemei, este necesar sa se afle
distributia de presiuni Intre cele doua corpuri pe suprafata de contact, astfel ca deplasarile normale
in zona de contact sd satisfacd conditiile (4.2.7) si inecuatia (4.2.8) pentru zona din afara
contactului.

Hertz a propus ipotezele:

- suprafata de contact este eliptica - observatie experimentald pentru interfranjurile de

lumina;

- frecarea corp este un semispatiu elastic;

- zona de contact este mica si plana eliptica (elasticitate liniard);

- 1nzona de contact nu exista frecare, ci numai presiuni normale.

Tractiunea normald este paraleld cu axa 0z si tensiunile tangentiale ce apar ca urmare a
celor normale actionaza in planul x - y.

Notand cu a dimensiunea ariei de contact, raza de curbura relativa R , razele semnificative
R; s1 R, pentru cele doud corpuri si lungimea 1, ipotezele lui Hertz sunt:

1. suprafetele sunt continue si non-conforme: a <<R;

2. deformatiile sunt mici: a<<R;

3. fiecare solid poate fi considerat semispatiu elastic: a<<R;, a<<l]l;

4. suprafata fard frecare: q,=q,=0.
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Problema de elasticitate poate fi acum formulata: distributia presiunii p (X, y) actioneaza pe aria S a
suprafetei celor doud semispatii elastice, care va produce deformatii normale ale suprafetelor u,

si u,,, care satisfac ecuatia (4.2.7) In interiorul S si (4.2.8) in afara lui S.

4.2.2. Teoria lui Hertz pentru contactul elastic

a) Solide de revolutie
Initial, un caz simplu al solidului la revolutie: R'; =R"; =R, s
R, =R"> =R, Aria de contact va fi circulara, avind raza a.

Din ecuatia (4.2.4) si (4.2.5) esteclarca A=B= %(I/R1 +1/R, )
Conditiile de frontiera pentru deplasarile din interiorul contactului deduse din (4.2.7); se pot scrie:

U, +u,, =5—(1/2R )’ (4.2.9)
O distributie de presiuni care satisface aceastd conditie a fost propusa de Hertz

p=pfi-(/a)}"”

_ 1=V’

u, = E}B(Zaz—rz),rSa
E 4a

Presiunea ce actioneaza pe cel de-al doilea corp este egald cu aceea ce actioneaza pe primul,

scriind:

cu deplasarea normala:

1 _1-y 1= Vs
E” E, E,
s1, substituind expresiile u, st u, in(4.2.9) =

Tq) 2 2 2
——(2a" -r")=0-({1/2R)r 4.2.10
o a?=r)=8-(1/2R) (4210
Pentru r=0 = &=rTap, /2E"
=
r=R= TII)OD(2212—R2)=6—L|:R2
4aE 2R

a=Tp,R/2E” si d=mmp,/2E” (4.2.11) (4.2.12)

Dar P= Ip(r)2Tfrdr =§p0Tra2 =p, T’ =p, = %pm (4.2.13)
0
1/3
Cunoscand: P,RsiE* = a= SPR (4.2.14)
4E"
) P 1/3
6:%:(1691515@] (4.2.15)

_3p _(ePE™)"
Po = = (4.2.16)
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Inainte ca solutiile (4.2.15) si (4.2.16) si fie acceptate ca unice, se verifica (4.2.7), dar
trebuie sa se verifice si (4.2.8).
Substituind solutia generala:

_ 1-v? . /2
U, =Tg E—);)—OX{(Za2 —rz)sm 1(a/r)+R2(a/r)(1 -a’ /rz)1 }, r>a
a
si, utilizand (4.2.11), poate fi verificat cd distributia hertziand a presiunii nu este valabila pentru
exteriorul cercului r=a.
La o intrebare asupra unicitatii solutiei distributiei de presiune se raspunde prin faptul ca
aceasta distributie produce o deplasare uniforma in interiorul cercului de contact.

p=p, fi-(/a)} "

Fiecare presiune poate fi adaugatd sau scazuta presiunii hertziene, astfel cd satisface conditia
deplasarii (4.2.9). Totusi, presiunea tinde catre [] in imediata apropiere a zonei incarcate, in maniera
penetratorului rigid.

Deci, cele doua corpuri elastice, avand profilele continui nu pot dezvolta presiuni in afara
zonei cercului r = a. Pe de alta parte, daca distributia de presiuni

ol -1/2 . . . . - A s . .
pP=p', {1 - (r / a) } s-ar scade din presiunea hertziand, tractiunea normala in interiorul zonei ar fi

de intindere si de amplitudine . In absenta adeziunii intre cele doua suprafete, suprafetele nu pot
sustine tensiuni, astfel ca ambele tractiuni pozitive si negative sunt excluse.
Deci, singura distributie care satisface (4.2.9) este distributia Hertz si reprezinta solutia unica a
problemei.

Tensiunile in interiorul celor doud solide, determinate de distributia de presiuni, au
expresiile (4.2.17) si (4.2.18) si sunt pretzentate in fig. 4.2.3.

-in interiorul suprafetei de contact
o /p, = 1—320 (az/rz){l_(l_rz/32)3/2}_(1_1_2/az)l/z

T

G, /p, = 1‘32” % /rz){l ~(1-r /az)”} ~20(1-r2/a?)" (4.2.17)

— 1/2
o,/p, = (l—rz/az)
si in exteriorul suprafetei de contact

; i :..'.‘- ™, 0,/py =—04/p, = (1 _2U)az /3r?
Efe o W (4.2.18)

| ===, Toate tensiunile sunt de compresiune, cu exceptia

_ e o e celor de pe muchia de contact la care tensiunile
- Ptpuiia TP A radiale au valoarea maxima (1 - 2V) po/ 3. Aceasta
o este cea mai mare tensiune de intindere si este
R determinat pentru fisurarea materialelor casante, cand
sunt presate in interiorul contactului. In centru,
] T tensiunea radiala este de compresiune si are valoare
I - ' - e (1 +2V) po/ 2. Pentru materialele incompresibile (U =
\voadr S 0,5), tensiunea in centru este hidrostatica.in afara

ariei de contact, tensiunile radiale i circumferentiale



4.Elemente privind calculul tensiunilor si ariei de contact 36

sunt egale ca marime si sunt de intindere si compresiune (ec. 4.2.4).
Expresiile pentru tensiunile de sub suprafata in lungul axei z sunt date de ecuatia (4.2.19)

9 O _ —(1+ U){l ~(z/a)tan™ (a/z} +l(1 +7’ /az)_1 (4.2.19.a)
Py Do 2
%e =% —1+22/22)" (4.2.19.b)
Po Po

C . . e 1
Ele sunt tensiuni principale si tensiunea tangentiald principala (Tl :EOr -0,

j arc

valoarea 0,31 py la adancimea 0,48 a (pentru U = 0,3). Aceasta este tensiunea tangentiald maxima si

< . s ) 1
depaseste tensiunea tangentiald pe muchia de contact T = 5 o, - 09| =0,13p,.

Conditiile de plasticitate se initiaza de sub suprafatd.Acest aspect se va analiza in paragraful
urmator.

b) Profile generale

In cazul general, cand separarea este data de (4.2.3), forma suprafetei de contact nu este cunoscuti
cu certitudine in avans.

Se considera, prin urmare, ca S are forma eliptica de semiaxe a si b.

Hertz a considerat problema elasticitdtii prin analogie cu potentialul electrostatic. El a notat ca o
sarcind, a cdrei intensitate este dispusd intr-o regiune eliptica a suprafetei conductorului, variazd cu
ordonata unui semielipsoid, produce o variatie a potentialului dupa o suprafatd parabolica.

Prin analogie, distributia de presiuni este data de ecuatia

1/2
p=p,fi - (x/a) - (y/b)}
si produce deplasari in interiorul elipsei date de ecuatia:

_ _1-v?
u, =

(L - Mx? —Nyz)

Pentru ambele corpuri,

0, +1, =(L-Mx*-Ny?)/mE’ (4.2.25)
care satisfac conditia (4.2.7): u,+u, =0-Ax’-By’
cu A=M /TED=(py / ED)b/ e2a? K (e) - Ele} (4.2.26.2)
B=N/mEV=(p, / EPYb/e2a? \a? /b2 )E(e)- K(e)}  (4.2.26.b)
5=L/mE=(p, / EOpK ) (4.2.26.c)

unde E(e) si K(e) sunt integrale eliptice de argument
e= (l—b2 /az)l/z, b>a
Distributia de presiuni este semi-elipsoidala si de volum cunoscut al elipsoidei
P =(2/3)p,Tab = p,, Tab (4.2.27)
cu Pm = (2/3)po - presiune medie.

Pentru definirea formei si marimea elipsei de contact, se poate scrie:
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B _(R (a/b)zEe —K(e)

A _(Fj T KE)-E(

(4.2.28)

si (AB)"? = %(1 /R'R")? =R, = % 32 /oy El)-KEHK () - B} " @229
a e
Se scrie ¢ = (ab)l/ ? si, inlocuind pentru po (4.2.27) in (4.2.29) , rezulta:
3 3/2 3PR 4 3/2 2 1/2
¢ = (ab)” = ( Lt j 2t (o/a)" x[[fa/b) B(e) - K(eH{K () - Ee}]
T®

O

3PR 1/3
si ¢ =(ab)"” :( 4Eﬂej F (c) (4.2.30)
Din (4.2.26.c) si (4.2.27) rezulta:
1/3
3P 9p>
8= bK(e) = (mj F, (e) (4.2.31)
, _ 3P (6PE2) s
si Po =S ol eRE {F,(c} (4.2.32)

Excentricitatea elipsei de contact este independenta de sarcina si depinde numai de raportul
curburilor R'/R", data de ecuatia (4.2.28).
Se verificd inegalitatea U, +1U,, >d—Ax’ —By’.

Daca a si b sunt semiaxele in directia x s1 y cua > b, in centrul suprafetei de contact.

o, =-pof2u +(1-20)b(a + b} (4.2.34.2)
0, =—po{2v +(1-20)a(a + 5} (4.2.34.b)
Pe muchia de contact a semiaxelor, x=*a, y=0 =
=0, = py1-20)-2 | Lt 423
0, =-0, =poll=20)— —tanh™ e~1 (4.2.35.2)
ae e
si la x=0, y=%b.
_ _ b b _fea
0, =-0, =p,(1-20)—{1-—tan™"| — (4.2.35.b)
ae ae b

Tensiunea tangentiald maxima

b/a 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
z/b 0,785 | 0,745 [0,665 |0,590 |0,530 |0,480
(T)ma/Po | 0,300 [ 0,322 0,325 [0323 |0317 |0310

¢) Contactul bidimensional al corpurilor cilindrice
Doud corpuri cilindrice au axele paralele cu axa y si sunt incarcate cu sarcina pe unitatea de

lungime P.
Hertz a considerat acest caz ca limita a contactului eliptic, atunci cand b este incomparabil mai

mare decét a.
O alternativa este de a considera semispatiul elastic pentru incércare liniara.

Ecuatia (4.2.3) devine:
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h=z +z, = AX’ :%(1/111 +1/R, x> =%(1/R)x2 (4.2.36)

cu I/R = 1/R; + 1/R,. Pentru punctele din interiorul contactului, ecuatia (4.2.7):
U, +1u, =0-Ax’ =0-1/2(1/R)x> (4.2.37)
si pentru punctele exterioare:

u, +u,, >5-1/2(1/R)x> (4.2.38)
Din (4.2.37), prin diferentiere =
O 4 O (1R )x (4.2.39)
ox ox

Din teoria elasticitatii
o, 2( 02) % p(s) , . (1-2v)(1+0)
ox J. X—S$ ds+ E alx)

pentru p(x) care actioneazd in zona -a<x <a.
Presiunea p(x) este aceeasi pentru fiecare suprafata, astfel ca:

auzl + auzZ - _ - J. p(S) dS
0x 0x TE ° x-s
Substituind in (4.2.39) =

a ]
| pls) g - TE” (4.2.40)
=S 2R
Aceastd ecuatie integrald, pentru o presiune p(x) necunoscuta, este de tipul
a m]
I &ds = g(x), in care g (Xx) este polinominala de ordinul 1 ( e X).
X8 2R
Solutia este de forma
P g = e (n+ l)Bx”
Jx-s 2(1 - U2)
TE TE"
entru n=1= 2[Bx = ; deci
P 2‘1 v’ i 2R
=mlx>/a’ -1/2)
Deci
TE" _ x> -a’/2 P
p(x)= (4.2.41)

B 2R - a’ —xz)l/2 ' T[(a2 —Xz)l/2
Expresia pentru presiune nu este unic definitd pana ce semilatimea a nu este cunoscuta ca functie de
forta normald P. Initial, se noteaza ca presiunea trebuie sa fie pozitivd de la un capat la altul al
contactului, pentru care:

P>m’E"/4R

Daci P depiseste Te’E"”/4R inseamni ca presiunea creste la oo pentru x = * a. Semispatiul elastic
poate fi considerat incarcat prin distributia de forma
po (1 - x¥a2y 12 |
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Gradientul suprafetei in afara zonei Incarcare este oo, deci nu este consistent cu problema pusa in
discutie prin (4.2.38).

-

— Deci, trebuieca P =ma’E"/4R i
S N
! Jdb a’ = 4Pl§ (4.2.43)
_ [ | JL;_; Deci, p(x)= 2o fa®-x2)"  (42.44)
_ = !
]t Presiunea maxima
TR 2P 4 pE”)"’
. ==y = 42.45
Fig. 4.2.4
unde p, = ; Po - presiune medie.

Tensiunile in interiorul ceor doud solide pot fi determinate substituind presiunea (4.244) in
ecuatiile generale ale elasticitatii.
Pe interfata de contact, 0, =0, = —p(x) s1 In afara regiunii de contact toate tensiunile sunt

nule.
Prin integrare in lungul axei z =
o, = _P_o{(a2 +27%Ja? +22)"7 —2z} (4.2.46.2)
a
) 2 \-1/2
0, =-peala’ +2°) (4.2.46.b)
Acestea sunt tensiuni principale, astfel ca tensiunea tangentiala principala este:
T, = poa{z -7z* (a2 - Zz)_l/z}
de la care (T1 )max =030p, la z=2z,=0,78a (4.2.47)

Aceste tensiuni sunt independente de coeficeintul Poisson; pentru starea pland de deformatie, cea
de-a treia tensiune 0, = U(Ox +0, )

Variatia tensiunilor Oy, 0, §1 T; din (4.2.46) sunt prezentate in fig. 4.2.5.



4.Elemente privind calculul tensiunilor si ariei de contact 40

-—IP o/pe o 0.5 1.0 1.5 x/a
— — V-
\
0.5 .—

o\
e\

i =) ‘ lizé 6)

Fig. 4.2.5 (a) - Tensiunile de sub suprafata in lungul axei de simetrie
(b) tensiunile principale T,/po
Mc Ewen (1949) a obtinut tensiunile intr-un punct (x, z) in termenii m $i n definiti prin:

1/2
m2 :%|:{(a2 —x2 +Z2)2 +4x222} + (a2 -x2 +Zz)j| (42483.)

1/2
si n? =%{{(a2 - x? +22)2 +4x222} —(a2 - x? +22)} (4.2.48.b)

unde semnele lui m si n sunt aceleasi cu cele ale lui x si y respectiv.

2 + 2
Drept care o, = —%’{m(l +;2—+nnz] - 22} (4.2.49.2)
2 + 2
o = —%)m(l —;Z—Jr“nzj (4.2.49.b)
2 _ .2
T, =%n(1 - Zz +i2] (4.2.49.¢)

4.2.3. Modelul cu fundatie elastica (Winkler)

Dificultatile teoriei contactului elastic sunt determinate de faptul ca deplasarea unui punct depinde
de presiunea intregului contact ca fiind o functie integrala.
Aceasta dificultate este evitatd dacd solidele pot fi modelate prin fundatie elastica Winkler sau
"saltea" decat prin modelul semispatiului elastic. Acest model este ilustrat in fig. 4.2.7.
| Fundatia elastica, de grosime h, este rezemata

pe o baza rigida si este comprimatda de un penetrator
rigid.
_ Profilul penetratorului, z (x, y), este considerat ca

ﬁ;’{:; suma celor doud profile ale corpului ce trebuie

' modelat,

Fig.4.27 z(x,y) =z, (x, y) +z, (x,y) (4.2.50)
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Se neglijeaza tensiunea intre elementele adiacente. Daca peneratia in origine este notata cu U,
deformatiile elastice normale ale fundatiei (saltelei) sunt:

o- z(x, y), 0>z
u,(x,y)= 4.2.51
(x.y) {0 5<, (4.2.51)
Presiunea de contact intr-un punct depinde numai de deplasarea in acel punct:
plx.y)=(K /)i (x.7) (4.2.52)

unde K este modulul elastic al fundatiei.
Pentru doud corpuri cu profile curbe, avand razele de curbura R' si R",
z(x,y) -(ec.4.2.3.

—_ 2 2 1 2 1 2
n =Ax” +By —ﬂx +Fy )
se poate scrie: u,=0- (X2 /2R')— (y2 /2R”) (4.2.53)
in interiorul ariei de contact. deoarece u, =0 in afara contactului, granita este elipsa de semiaxe
a=(20R")"* si b=(28R")".
Presiunea de contact, data de (4.52), este:

p(x,y) = (K&/n)i - (x2/a2)-(y? /b2} (4.2.54)
care este un parabolid egal cu cel dat de Hertz.
Prin integrare se deduce sarcina totala

P =Knabd/2h (4.2.55)
In cazul axial simetric a=b= (26R)1/2 si
3
p=TKaja (4.2.56)
4\ h JR

Pentru cazul contactului bidimensional al cilindrilor coaxiali, din ec. (4.2.37),

U, +0, =0-Ax’ =6—%(1/R)x2 :

i, =8-x2 /2R =(a? -x2)/2R (4.2.57)

astfel ca, p(x)=(K/2Rh)a> - x?) (4.2.58)
2

si sarcina P= %(ﬁja— (4.2.59)
3Lh JR

Ecuatiile (4.2.56) si (4.2.59) stabilesc legatura intre sarcind si latimea de contact.
Comparand latimea cu cea data de ecuatiile lui Hertz (4.2.22) si (4.2.43),

_(3PRY" _(4PRY'?

A TR o)

] ]

= E=1,70E— si E:1,18E—
h a h a

Pentru a considera pe K a fi constantd de material, este necesar de a mentine similaritate
geometrica la cresterea grosimii fundatiei (saltelei) in proportie cu ldtimea de contact a.

Alternativ, considerand ca h este fixat, se cere ca valoarea lui K sd se reducd proportional
cu inversul lui a. Este o consecintd a naturii aproximative a solutiei, Tn comparatie cu solutia lui
Hertz.
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O
Daca facem %= 1,35E—, valoarea lui a, datd de (4.2.56) sau (4.2.59) pentru o forta P,
a

nu are erori mai mari de 7% fata de solutia lui Hertz. Complianta unui punct de contact nu este bine

.....

("saltea") dd: &=a’/ 2R, care este jumitate din cea dati de ecuatia lui Hertz (ec. 4.2.23)

2 2 1/3
5=2 = L@
R 16RE

Dacd este mai importantd in aplicatia particulard complianta modelului, se poate lua
K/h=0,6E"/a, latimea de contact a poate fi maritd cu factorul \/5 .

Scopul modelului fundatie ("saltea") este de a obtine o aproximatie simpld a solutiei
complexe a semispatiului elastic. De exemplu, contactul normal fara frecare a doua corpuri de
profile arbitrare ce nu pot fi reprezentate adecvat de razele lor de curbura, poate fi analizat usor pe
aceastd cale. Aria de contact este determinata direct ca forma si marime prin profilele (x, y) si
penetratia d. Distributia de presiuni este data de (4.2.52),

p(x.y) = (K/h)a, (x.y).
si corespondenta cu sarcina se obtine prin Tnsumarea directa a presiunii. Pentru o arie de contact a
unei forme arbitrare reprezentate prin valoarea a, trebuie determinat raportul (K/h).

Modelul fundatie ("saltea") este usor de adaptat, pentru sarcina tangentiala si pentru solidul

viscoelastic.

4.2.4. Contactul normal non-hertzian al corpurilor elastice
4.2.4.1. Conditiile tensiunilor pe muchia de contact

S-a vazut in §.4.1, cd atunci cand doud corpuri elastice non-conforme, avand profilele
continue, sunt presate in contact, distributia de presiuni intre ele este unic determinatd in interiorul
ariei de contact. Douad conditii trebuie satisfacute:

1. pe interfatd nu vor apdrea tensiuni;

2. suprafetele nu interfereaza in afara zonei de contact.

Aceste conditii elimind termenii din distributia de presiuni de forma:

c(l -x’ /az)_l/2
care duce tensiunile de tractiune sau compresive la « pe muchia de contact x = + a (vezi ecuatia
(4.2.41)),
_ TEY _x*-a’/2 P
p(x)

™ D]_[(a2 _X2)1/2 +T[(a2 _X2)1/2 :

L 12 L Cde
Se considera p =p, (1 -x*/ az) , distributie semi-elipsoidala, care face ca

p=0 pentru x==%a.
Daca presiunea este realizatd de incarcare liniard si distributie uniforma tensiunile sunt
finite, dar gradientul suprafetei este infinit pe muchia de contact
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Acest gradient infinit al suprafetei este asociat cu saltul de presiune de la zero in exterior la valoarea
p in interior. Este clar cd cele doud suprafete, initial netede si continue, nu se pot deforma pe
aceasta cale in afara zonei incarcate.
Aceste observatii conduc la un principiu important: distributia de presiuni intre doud corpuri
elastice, ale caror profile sunt continue pe suprafata de margine a ariei de contact, scade continuu
catre zero la margine (principiu apreciat de Boussinesq).
Exemplele sunt valabile atat pentru suprafetele fard frecare dar i pentru frecarea de alunecare la
muchia de contact, q = Up si, de asemenea, daca frecarea este suficientd pentru a preveni
alunecarea.

Dacd unul sau ambele corpuri au profilul discontinuu pe muchia contacului, situatia este
destul de diferitd si, in general, pe muchie apar concenratii puternice de tensiuni.
Pentru penetratorul fard frecare, distributia de presiuni are forma:

-1/2
Po (1 -x’/a’ )
care, pentru distante mici p de unul din colturi, poate fi scrisa:

po(2p/a)""

Desigur, tensiuni infinite nu exista in realitate. In primul rand, teoria elasticitatii liniare este
valabild numai pentru deformatii mici si, in al doilea rand, materialele reale se deformeaza plastic la
tensiuni finite.

Conditiile pe muchia de contact a penetratorului rigid cu semispatiul elastic sunt influentate
de frecarea de pe fata penetratorului si de valorile coeficientului Poisson ale semispatiului.

Aproape de colt (p = a - x <<a), presiunea poate fi scrisa:

p(p) = M (2ap)™"* cos{nn(2a/p} (4.2.60)
(3 - 4p)
unde n =(1/2m)In(3 - 4v).

Aceasta singularitate remarcabild manifesta oscilatii ale presiunii la coltul penetratorului (p
- 0).

Pentru un semispatiu incompresibil, U =0,5 si N = 0 si distributia de presiuni revine la
cazul fara frecare. Se poate ardta cd in absenta frecarii suprafata trebuie sd alunece. Forma
distributiei de presiuni pe muchia penetratorului poate fi obtinuta din

Pcos a+x) 2
IO IR -

p(p)=P“’—j[(“‘b(2ap)(za/p)*y (42.61)

Cand p=0 sau V=0,5 y=0 sidistributia de presiuni revine la forma fara frecare.
Se analizeazd concentrarea de tensiuni produsa de penetratorul rigid cu colturi drepte (fig. 4.2.8)
(pand).

Variatia tensiunilor cu p inchis in vatful muchiei poate avea

Wt et T una din urmatoarele forme:
Ve 1. p¥', dacd s esterealsi 0<s<I;
y . 2. pz'1 cos(Nlnp) sau pz'1 sin (N In p),
*’-’_I_"'_ < (63 daca s=¢&+in estecomplexsi 0<¢<1;
Ls."-{ 11 i 3. Inp;
P 4. constant (inclusiv zero).
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depinzand de constantele elastice ale penei si semispatiului, unghiul penei si conditiile de recare de
pe interfata.
Se definesc doua constante elastice determinate de numai doua variabile independente:

a E{(I_UI)/GI} _{I_UZ) /GZ} (4262 a)
{it-u,)6}+{1-v)/G}
. _1{(-2v,)/6} -{1-2v) /G)}
=— 4.2.
S BE 0 6 +{1=u) /6) (1263 1)
O - este 0 masura a diferentei modului redus {(l -v’ )/ E}; all [— 1 1]
semispa[:iL\/ ;na este
rigid rigida

[ are valorile extreme * 1/2 cand unul dintre corpuri este rigid si celalalt are v = 0.
Daca ambele corpuri sunt incompresibile 3 =0.
In tabelul alaturat sunt precizate cateva valori tipice ale constantelor elastice:

Co Co G1 G2
11‘p 2rp GPa | U GPa V2 a B
Cauciuc metal | << G, | 0,50 >> G, - 1,00 0
Perspex otel 0,97 0,38 80 0,30 0,97 0,19
Sticla otel | 22 0,50 80 030 | 057 | 021
Duraluminiu | otel | 28 0,32 80 030 | 061 | 0,12
Fonta otel | 45 025 80 030 | 031 | 0,12
Carburade | 1 1 300 | 022 80 030 | 054 | 024
wolfram ’

Cand exista alunecare intre pana i semispatiu, tensiunile pe varf pot fi de forma (a), (c) sau
(d) definite inainte, dar valori complexe ale lui s, care conduc la variatii ale tensiunilor.
Pentru ca presiunea sa fie finita in 0 - cazul (d) - este necesar ca

+ : N\
(11— @)cos @— (urt+1)sin 8

In afard de cazul ci presiunea scade pani la zero in 0 (fig. 4.2.8), tensiunea tangentiald o in
semispatii are singularitate logaritmica in O - cazul (c). Acesta este cazul presiunii uniforme:

a<

Dacé o excede partea dreapta a relatiei (4.2.64), exista legea puterii a singularitatii in punctul 0 cu s
depinzand de a, 3, @ si 1, pana deplasandu-se in sensul pozitiv al axei x.
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Pentru deplasarea in sensul opus al axei, valorile lui Y@ din (4.2.64) trebuie introduse cu semn
negativ.

Concentrarea tensiunilor este redusa la deplasarea in sensul axei x si ridicatad la deplasarea
in sens negativ.

4.2.4.2. Pana tesita si conul

Pe muchiile penetratorului rigid cu colturi drepte
presiunea este infinitd. Se considerd deformatiile
suficient de mici si se poate aplica teoria elasticitdtii
liniare. Semiunghiul penei sau conului trebuie sa fie mai
mic de 90°.

Daca se considera pana bidimensionald ca penetrator
pentru suprafata plana si latimea de contact (2a) mica, in
comparatie cu dimensiunile corpurilor, atunci se poate
utiliza solutia elasticd a semiplanului pentru ambele
corpuri (pand si semispatiu).

Deplasarile normale sunt definite de profilul penei:
,~a<x<a (4.2.65)

u, tu, =0-ctgd |x
Si derivand:
u',+u", = —(sign x)cth( , (4.2.65)
unde (sign x) =+1 sau -1 cand x este pozitiv si - cand x este negativ.
Neglijand frecarea, presiunea normald actioneaza pe suprafatd si se determind prin
substituire in ecuatia

ou, _ _2(1 )j)}:(_S)Sder (1_2U13(1+ U)q(x)

b

ox TE
2 p(s) e
—=F I x——sds = (sign x )etgat (4.2.66)

Aceasta ecuatie integrala pentru p(x) poate fi rezolvatd tinand seama ca

.T(a2 —sz)l/z(signs)ds :;'-(az —si)l/zds _ j- (a2 —sz)l/zds _

% X—S X =S X =S

—a

1/2
a+(a2 —xz)

23_(32 _52)1/2 In i _(a2 _X2)”2 (4.2.67)
Astfel, =
0 2 2 \r2
p(x) _ E ctga 2a I a+ (a X ) P (4.2.68)

+
27T (a2 _X2)1/2 a_(a2 _X2)1/2 T[(a2 _X2)1/2
Daca fetele netede ale penei se extind departe de muchia contactului, presiunea poate scadea
pana la zero pe muchie §i evitarea tensiunilor sau interferenta exterioara a contactului,
P=aE*ctga (4.2.69)
Distributia de presiuni este
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O 2 _ 2 \2 O
p(X) =E ;fa ln{al i Eaz ngm } =E cTt[gO( cosh™ (a/x) (4.2.70)
a—la’—x

In lungul axei z, componentele o, si 0, sunt tensiuni principale, astfel ca

O

T, :%(ox ~0,)= 2 cgafa® +22)"" 4.2.71)
1L
care are valoarea maxima dedesubtul varfului
T, = (ED/ Tr)ctga

Patrunderea conului in suprafata plana este similard penei:

1/2
a+(a2 —r2)

_l a -1 :l 5 Y S VP
p(r)= 2E ctgat cosh™a/1) 2E 7l 1n{a—(a2 —rz)l/2

} (4.2.72)

sifortatotala P = %szDcth( .
Tensiunea tangentiala de pe suprafata este:
1
o, =0, :—E(1+2U)p0 S

Tensiunea tangentiald principala:
1 1 - . 1
1, =—(o, —02)=5E5a2ctg0((a2 w2 s =EEDctg0(

2 rmax

4.2.4.3. Suprafete conforme

Sub sarcind, aria de contact creste rapid si dimensiunile de contact devin comparabile cu cele ale
corpurilor, astfel ca relatiile lui Hertz nu mai sunt valabile.
Se considerd initial contactul corpurilor ale caror profile in regiunea de contact nu pot fi adecvat
reprezentate prin polinom de ordinul doi dar, totusi, pot fi considerate ca semispatii pentru initierea
calculului deformatiilor elastice si tensiunilor.
Profilele sunt reprezentate prin polinom al carui grad aproximativ este cerut.

Pentru contactul bidimensional

h=z +z, =A x> +A,x* +. . +A x™ +... (4.2.73)
si pentru contacul axial simetric
h=Ar> +Ar*+. +A ™ +... (4.2.74)

Substituind (4.2.73) sau (4.2.74) in (4.2.6),
u, +u,+h= 51 +52,
se gaseste conditia ce trebuie satisfacuta prin deplasdrile fiecarei suprafete in zona de contact.
Steuermann (1939) a determinat distributia de presiuni pn(x) $i pa(r) pentru profile de
forma A.x™ si Anr™

P, ERA 2™ [(x)" 1(x)"" 13...(2n-3)
pn(x)_n(az_xz)l/z (az_xz)l/z{(gj 5[;) S [ G2

Daci profilele sunt netede si continue, presiunile nu pot fi infinite la x = * a, pentru care se
considera
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p, =nTEY4,a" %2”2;1) (4.2.76)
2n-2 2n—-4
p.(x) =nE”Ana2“‘2{Gj %Gj +...+%}(&12 ~x?)" @277)

Observatie

Pentru n=1 = distributia dupa teoria lui Hertz
n=mare = p(X) = maxima in centru.

Pentru problema axial simetrica

CnAER™2 [ 2.0 e 1) 13...2n-3)|/ »
p.(r)= I e B e
T 13...2n-1)] |\a 2\a 20%...2n-2

(4.2.78)

Compresiunea
2[4...2n A g2

) 13...2n-1)" "
Exemple

a) Contactul bidimensional al unui bolt intr-un alezaj (fig. 4.2.9)

AR =R; - R; este mic in comparatie cu R; si R;.

Sarcina P se aplica efectiv in centrul C si deplasaseazi pe C
cu §; reactiunea lui P este o presiune uniforma pe lungime si pe
distantd mare a alezajului.
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Punctele celor doud suprafete S; si S, , care vin in contact in S, se deplaseaza elastic atat radial u,

cat si tangential ug .
Deoarece AR si O sunt ambele mici in comparatie cu R; si Ry,
0,§—CS =CO5cos@

(R, +1,,)-(R, +1, )= (AR +3)cos@  (4.2.79)
sau u,-u, =0cos@-— AR(I - cos (p) (4.2.80)

Cand contactul se subintinde pe un unghi * O care nu este mic, expresia (4.2.80) difera
semnificativ de aproximatia Hertz, datd de (4.2.37),

i, i, =0~ Ax? =6—%(1/R)x2.

Acum se cere sa se determine distributia de presiuni normale (neglijand frecarea) care, actionand in
zona * 0, produce deformatii in suprafata boltului si alezajului si care satisfac conditia (4,2.80) in
intervalul - a <@<a.

Problema a fost studiatd de Persson (1964) care a folosit functiile de tensiuni apropiate de discul
circular si alezajul circular de latimea oo (fig. 4.2.10).

. -
4|D [ R (¢) E-—A-
. P /p P o
2t
"l 40
0, fan(o(]z
“l Sog| o8 (l,o "2 o o - Hertz )
adl P = ma?E*/4R
> N - Steuermann
" 120" 180 @ -0} iy
a) b) Win/e,

Fig. 4.2.10

Problema analoga - b) sfera fara frecare intr-o cavitate (analizatd de Goodman & Keer
(1965) - utilizand metoda corespunzator corpurilor sferice)- Ei arata ca contactul este mai mare cu
pana la 25% fata de cel prezis cu teoria lui Hertz.
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4.2.4.4. Influenta frecarii interfaciale

Frecarea de pe suprafata de contact a doud corpuri neconforme are rol important, in special
pentru materialele cu constante elastice diferite. In zona alunecarii

lal = up (4.2.81)

cu directia opusa, directiei de alunecare. Pentru cazul bidimensional tractiunea tangentiala
actioneaza paralel cu axa x. In contactul axial simetric alunecarea este radial si axial simetrica.
Tensiunile si deformatiile introduse de tractiunea tangentiala conduc la cresterea proportionala a
zonel de contact si la margini se stabileste o corelatie intre alunecare si aderenta.

Daca sarcina exterioard creste si marimea zonei de contact creste; punctele de contact
imperecheate ale celor doud suprafete, din afara zonei de adeziune, vor suferi deplasari tangentiale
diferite. Cand sunt aduse 1n zona de adeziune inceteazd deplasarea relativa.

Fiecare pereche de puncte mentine deplasarea relativa tangentiala u , —u,, si deformatia
relativi du ,/0x —0du,,/0x care a cipitat-o de la inceput. In aceasti noud stare, mirimea
deformatiei creste direct proportional cu a, astfel ca pentru doud puncte de contact din zona de
adeziune la distanta x de centru se poate scrie

Oy _0Uyy
0x 0x
unde C este o constantd ce se va determina.
1) - Cazul contactului a doi cilindri cu axele paralele (latimea de contact 2a) - frecarea elimina
alunecare - intr-o zona centrata caracterizatd prin latimea 2c:
- presiunea p(x) are distributie simetrica si q(x) antisimetrica,

= Clx| (4.2.82)

- deplasarile normale pe suprafata % - ag—zz = —lx in afara contactului.
X X
Bar ou, __2(1-v?) I o)y, (1—20)(1+U)q(x)
0x e S x-s E

Tinand seama ca tractiunile sunt egale si opuse =

a _dp(s) s— T[Bq(x) =TEx /2R, —a<x<a (4.2.83)
X =S

—a

unde 1/R=1/R;+1/R, si B este o masurd a diferentei constantelor elastice

gl {1-2v,)/6} -{1-2v) /G)}

2| {(t-2v,)/G} +{1-v) /G)}
In regiunea de adeziune,

665): _( —2uE)(1 + U)p(x)— 2(1T—1Eu2)j;f(_s)Sds |

si introducand 1n conditia non-slip (fara alunecare) (4.2.82), rezulta

mifp(x) + jM =-Lrptx| |x|sc (4.2.84)
2 X8 2
si lq/ < bp (4.2.85)
Pentru regiunea de lunecare q =%lp, c< |x| <a (4.2.86)

semnul lui q fiind determinat de sensul alunecarii.
Daca (4.2.83) - (4.2.85) se impart la a = (p/a), (x/a) - marimi adimensionale.
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Pentru distributie hertzianad de presiuni,
P
p(x)= =’

.n.a2

|

{(a2 —xz)l/2 In

2 \1/2
—x )

PE"
™

_2P _

a

1/2
] = C=2Bp,/E"a

+ xln{ H (4.2.87)

Daca se analizeaza raportul q(x) / p(x) se observa pe muchia de contact raportul

— oo si alunecarea este inevitabila.
Zona centrala fara lunecare, - ¢ < x < ¢, pentru materiale identice
K'(c/a)/K(c/a)=(1-2v)/2(1-uv)u
unde K (c/a) - integrala eliptica completa; K'(c/a)=K (1 - cz/az)l/ 2
Pentru materiale diferite

Po

1/2
at+x a+(a2—x2)

1/2
a—(a2 —xz)

alx)= PP

Ta a—Xx

K'(c/a)/K(c/a)= (;(Iz_u))zﬁ (curba A)  (4.2.88)
et PIP |
. A J i
I: - _‘: — | :
Yl
1 %p”-f- E.
5?1 4 ;_'I—i. -".:.'T I ._-..:. s
Pentru zone de contact axial simetrice =
Bpo| 1({, Lyo2  r a+(az—r2)l/2 0 t? [t+r]
r)= -——\a”-r +—Ind —™WMW——+— In dt (4.2.89
q() - r( ) a " ra_!.(tz_rz)l/z |t—3| ( )
si iln :iz)=EK'(c/a) (4.2.90)
o niar & /R
."L o 3] :_-r'.'l'i.'\l:.l
L oz pum dat A) - fard lunecare (ec. 4.2.87)
I:’I fjx o ) B) - alunecare partiala /3 = 0,99
\.\ iy o c=07a
|/ ' P £ C) - fard lunecare (ec. 4.2.88)
(L. ! 8% _ J___: _ " D) - lunecare partiald Wp = 0,6 c=0,7 a
.'I_-" o ¥ ;x r “\ Linia punctata pp / Bpo.
[ A
\
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Mossakovski (1963) si Spence (1968, 1979) au aratat ca frecarea poate creste incarcarea de contact
cu cel mult 5% in comparatie cu incarcarea hertziana, in functie de 3 ( are valoarea maxima de 0,5
si, practic, 3 <0,2).

In cazul contactului liniar, fard alunecare, tractiunea q(x) (4.2.81) duce la cresterea tensiunilor pe
muchia de contact la

d,(-a)=0,(a)=-2Bp,. (4.2.91)
compresiuni pentru suprafata deformabild si tractiune pentru cea rigida. Alunecarea duce la
reducerea tensiunilor. Daca alunecarea este completa |q| =Mp,

o,(-a)=0,(a)=-(4/mp, (4.2.92)
In realitate, alunecarea existi numai pentru x >|c
a<0,7 cand M/PB<1,0.
Pentru cazul axial -simetric, tensiunea radiald (0;) creste, astfel ca pentru r = a si fara alunecare

0.(a)=-1,515(1-0,16V)Bp, (4.2.93)

Daca alunecarea este completa

, astfel ca (4.2.92) se considera valabila pentru ¢ /

o0.(a)=-1,185(1-0,230)up, (4.2.94)

Relatia (4.2.95) este o aproximatie buna daca ¢ /a <0,7 cand p/ 3 <0,66.
In cazul axial-simetric, daca presiunea normald este aceeasi, tensiunea radiald la marginea

contactului are o valoare ce atinge maximul %(1 - 2U)p0 la r=a sidescreste cu r°
0, /p, =—04/p, = (1 —2U)32 /3r?
4.2.5. Adeziunea intre corpurile elastice

La nivel atomic sau molecular, intre cele doud suprafete ideale au loc forte de atractie si
repulsie, echilibrul avand loc la o distanta z .

Pentru z <z, atomii se resping si pentru z >z, se
[ atrag.
! Variatia fortei pe unitatea de arie in functie de z poate

P

a || fi scrisi sub forma p(z)=-Az™"+Bz™, m>n

(4.2.95)

L § In zona z > 7, apar deci forte de adeziune. Este dificila
_' 2% masurraeca acestor forte. Se apreciazd ca o masurd a
F*\ y o lucrului mecanic (2y) de a separa suprafetele de la z = z

Y L la z = oo si descrie energia de suptafatd de a se creea

. -; suprafete libere. Dacd cele doua solide sunt diferite,

-

energia de separare va fi :

Vi tY, ~2Y;,
unde y; si Y, sunt energiile intrinseci ale celor doua
solide si Y2 energia interfetei.
Pentru suprafete contaminate cu film, adeziunea solidelor nu se observa in mod uzual.
Inaltimea rugozitatilor este mare in comparatie cu raza de actiune a fortelor de adeziune. Dar, in
zona reald de contact se dezvoltd adeziuni §i care progresiv se desfac. Exceptie de la aceasta stare o
constituie "mica" care are o suprafatd atomica neteda si solidele cu modul de elasticitate redus
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(gelatina sau cauciucul) care se pot adapta la rugozititile suprafetei. In aceste circumstante, aria
reald a contactului este egala cu aria aparenta.
Se analizeaza efectul fortei de adeziune 1n absenta rugozitdtilor pentru doud solide
neconforme axial-simetrice si care fac contactul pe aria circulard de raza a.
Deplasarile normale elastice satisfac ecuatia:
u,+u, =0-r"/2R

U, +T,, =0-(z, +2,)=8-(*/2R) (5.38)

| R S
zZ, = X, + 4.2.96

. 1 R, 1 R Y1 ( )
'-l-. "
WU E S analog z,

N L i, BRI

. i T ' R R, R,
rd — .

I_ e h= 7z -72)

Conditia (4.2.96) este satisfacuta de o distributie
de presiuni de forma

p(r)=p,(1-r?/22)"* +p!(1-1*/a?)* (4.2.97)
unde p, =2aE"/TR.

O valoare pozitivd a lui po se respinge deoarece pentru r = a
conduce la o valoare infinitd a presiunii p, ceea ce ar face ca

P [N suprafetele sa interfere in afara zonei de contact; o valoare negativa a

T ip—l lui p'o se respinge deoarece zona de contact preia numai compresiuni
re k\\ (corpurile sunt in contact).

£l In prezenta fortelor de adeziune (atractie), nu se poate exclude

posibilitatea ca p'y sa fie negativa. Prin considerarea lucrului mecanic
de compresiune, dat de presiunea p(r), energia elasticd de deformatie
stocata in corpurile elastice va fi :

a 3
UE = jzm(ﬁzl +ﬁ22 X)dr = Trza [ 2 2
0

2
EREELL +§pop'o+p'§} (4.2.98)

Compresiunea totala

_ _ 1-v; 1-v2)| . .
6:(uzl +uzZ)|p‘0 +(uzl +uZ2MpO :|:T[(EV1 )+ T[(E VZ):|p0a+ 12-2):; = 21E-la* 0 +2p0)
1 2

(4.2.99)

Se considera variatia energiei deformatiei cu raza de contact mentionand deplasarea relativa totald a
< . . aE *
celor doua corpuri &, constanta. Cu p, = R

nza3[2 a’E*? 2aE* | ,2}
= + +

, rezulta:

ET R |15 42 3 2R Do P
GUE} rta?
)

E* po'

rezulta [
0a
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E

Deoarece O este mentinut constant si nu se produce lucru mecanic, la echilibru 3
a

=0, rezulta

p, =0, identic ca in teoria lui Hertz.

Dar fortele adezive introduc o energie de suprafatd Ug care descreste cand suprafetele intrd
in contact §i creste cand se separa. Se poate scrie

U, = -2ym’

unde Y este energia pe unitatea de arie a fiecarei suprafete. Energia totala libera a sistemului este

La echilibru [a(;JT } se neglijeaza, astfel ca:
5

a
ma’® ., oU,
=- =4mn
5 Do ” i
* 1/2
si P, =—[4VE J (4.2.100)
Ta

unde semnul minus arata ca este tensiune de comrpesiune.
Pentru r=a se exclude aceasta presiune.
Conditia de echilibru mecanic

¢ 2 :
P= .[2Trrp(r)dr = [Epo +2p0jT[a2 .

0

* % 1/2
Substituind pentru p,, | p, = ak sip,, |p,= —( L j , rezulta
2R A
p_4E*a’ 2 = 16TOE *a°
3R

Sl (4.2.101)
. e Relatia (4.2.101) se prezintd in
_— fig. 4.2.11in comparatie cu rezultatele
experimentale utilizdnd sfere din
gelatina in contact cu "perspex".
Cand corpurile sunt 1Incarcate
prin comrpesiune (incarcare pozitiva)
G A forta de adeziune atrage corpurile in
2 > P 3"PR contact astfel cd aria de contact
depaseste pe acea datd de teoria lui
Hertz.
Reducand sarcina la zero, suprafetele aderd cu o razd datd de punctul C (fig.4.2.11).
Aplicarea unei tractiuni (negativa) determina reducerea din nou a razei de contact. In punctul B,
cand

P=-P, = -3mR (4.2.102)

1/3
. 9YR*
1 a=a_ = , 4.2.103
$ ‘ (4E*j ( )

situatia devine instabila si suprafetele se separa.
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Forta P, (4.2.102) se numeste "forta de
in celelalte puncte jonctiunile adezive se rup.
5P, _a,

P=- 9 332

b

adeziune". Contactul adeziv este stabil in punctul A,

Tractiunea data de (4.2.97), p = po,l r \/7 , §1 curbura suprafetei deformate,

o _\u2
U,(r) = 2(ITV)p'Oa arcsing,

— 1-v . a
U.(r)=- by (2a2 -r’ )arcsm—
E 2a r
1
o~ ] -\-"'\-\.‘_
_.-"".-. '. [ ) .l_“" .
/ _‘i_' e ., - h_lr
.': W ey ."-..
i r Jlf B [T " e "
.-"‘II | L 1'|"“\_

; ﬂ“ | I'-|'|,I |
i [~ — | 'Y
/r £ | o 1™
. : T — ™

sursa de deschidere a fisurii.

aZ
1-—=
T

1/2

i

r
sunt prezentate in fig.4.2.12  pentru o sfera
elastica in contact cu o suprafatd plana
rigidd. Aceasta este o tensiune de tractiune
infinitd si profilul deformat are loc pe
suprafata plani la r = a. In realitate tensiunile
nu pot fi infinite, nici colturile nu sunt
perfecte, dar exista tensiunile de tractiune pe
suprafata care separd corpurile.
Deplasarile elastice sunt mari, astfel cd se
poate compara cu teoria liniard elastica a
ruperii prin fisuri ale lui Griffith. Intr-adevar,

chiar discontinuitatea in zona de colt poate fi

Maugis, Greenwood si Johnson au utilizat conceptul de "factor de intensitate a tensiunilor"
pentru analiza ruperii solidelor elastice si vascoelastice.

4.2.6. Contactul corpurilor cilindrice

Compresiunea elastica a corpurilor bidimensionale nu poate fi calculatd numai pe baza

tensiunilor de contact date de teoria lui Hertz.

Sarcina de compesiune pe unitatea de
lungime P da o distributie hertziand de presiuni in
punctul O,

si semilatimea de contact
4PR

TE]
unde E; este modulul de elasticitate redus al rolei si

2
1—_

1

2P
p__
T[al

J (4.2.105)

a2 =

2 = (4.2.106)

corpului 1.

Distributia de tensiuni 1Intr-un cilindru actionat
diametral opus de sarcini concentrate a fost dedusa
de Timoshenko si Goodier (1981). Se suprapun
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efectele campurilor de tensiuni a doud forte concentrate P ce actioneazd in planele tangente la doua
semispatii In punctele O, s1 O, Iimpreund cu tensiunea biaxiald uniforma:
P
0, =0,=— (4.2.106)
TR
Deoarce a<<R , se considera cilindrul incarcat diametral opus de (4.2.104).
Se cere componenta radiala a deformatiilor €, in punctul A pe axa simetrie intre O; si C.
Starea de tensiuni din A se compun din 3 componente:
1/2
. . o o 2P (X’
i) tensiunile date de distributia hertziand din Oy - p=—|1-—| ;
a
1

i1) tensiunile date de presiunea din O,, care este situatd la distanta mare fata de A si care

poate fi considerata ca data de 0 forta concentrata P:
_ 2P x’z _ 2 . = 2P xz’
B e A ST R S

1i1) tensiuni biaxiale date de (4.2.106).
Adunand, rezultd in A:
2 2 + 2 2
o =211 2 +22 1/)2 +4_f (4.2.107a)
T R alz(alz+zz) a;

P11 2 2
o, _TT{E_ R-7 (a2 +Zz)1/2} (4.2.107b)

In starea pland de deformatii

£ =£1_TV2)(GZ —vo, /(1-V))

z

Compresiunea semispatiului superior al cilindrului O;C se obtine prin integrare €, de la z=0
la z=R (a<<R) si rezulta

—_y2
5 =p Y {21n4—R—1} (4.2.108)
TE

a;

Similar pentru compresiunea semispatiului inferior rezulta compresiunea totala:

—_y2
5=2p 1"V {ln4—R+ln4—R—1} (4.2.109)
e a; a,

Pentru comparatie, se calculeazd compresiunea semispatiului relativ la o distantd d de
centrul distributiei hertziene si rezulta

5=pl™V’ {2ln§—L} (4.2.110)

TE a 1-v

Daca in (4.2.108) se pune d = R, compresiunea adevarata data (4.2.108) este mai mare cu
10% decat cea data de (4.2.110). Cand unul dintre corpuri este rugos cu grosimea t, se obtine o
aproximatie rezonabila cu relatia (4.2.110) punand d=t (t>>a). O altd trasatura importantd a
corpurilor cilindrice dedusa in afara teoriei lui Hertz se refera la faptul ca cilindrii reali au lungime
finitd §i cd la margini existd concentratori puternici de tensiuni. Pentru proiectarea lagarelor cu
rostogolire, de exemplu, profilul axial al rolelor se modificd pentru eliminarea concentrarii de
tensiuni de la capete.
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Cazul a) - ambele corpuri au aceeasi sectiune plana transversala.
Pe sectiunile transversale actuioneaza tensiunile axiale de compresiune O,=V(0,+0,) si mentin
conditiile deformatiei plane.
La capetele libere aceste tensiuni de compresiune sunt relaxate, permitand solidului sd se extinda in
directie axiald si reducand presiunea pe capat. O estimare a reducerii de presiuni la capat poate fi
obtinutd, asumand ca la capatul cilindrului este starea plana de tensiuni.

02
Ecuatia (4.2.108), 6=¥{2lnﬂ—l}, pentru compresiunea radiala a cilindrului
a,
poate fi scrisa
2
5= Jom*® 4.2.111)
2R a

care poate fi aplicatd pentru ambele stari plane de tensiuni si deformatii. Dacd cilindrul nu este
intors (fara modificarea generatoarei), compresiunea este uniforma in lungul liniei, asa incat latimea

a este de asemenea uniforma de la un capdt la celalalt.
2

.. 1
Acum 1n starea plana de deformatii a =2p R rezultd po’=(1-v)p.

- .. _2p,R
In starea plana de tensiuni a = o .

Cazul b) rola are capatul patrat dar suprafata se extinde dincolo de cap.
In acest caz, tensiunile se concentreaza la capul rolei. astfel ca apare o singularitate. De exemplu, la
materiale cu acelasi modul de elasticitate si fara frecare, presiunea de contact la distantd mica de
capit (y<<a) variazi cuy "%
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Cazul ¢) este tipic rolelor rulmentilor cilindrici.
Urma suprafetei se extinde in afara capatului rolei si rola are profilul cu raza r se leagd de corpul
cilindric neted. Raza r este mult mai mare decat latimea hertziana 2a.

4.3. Contactul normal al solidelor neelastice

4.3.1. Tipuri de materiale

* Ecuatia constitutivd a unui material = corelatia tensiuni - deformatii - timp

* Proprietatile de baza ale materialelor : elasticitatea si viscozitatea

* Materiale cu proprietati unitare: perfect rigide (solide Euclid), perfect elastice (Hooke),
perfect Viugcoase (Newton), fluide ideogle (Pascal), perfect plastice (Saint-Venant).

@ | Hoshon () Simboind : comstik-
Sudid Hooe [H) TVE:
J/ 'H"°k¢(+'\ ookKe ' — ANV 0= € & (’Z: r6.>
¢ emk ~Vewant (SV) o ivt- Vera i (6-) I = . X S
. ds .
- & >&= — __:Z_”_ -
e Materiale cu proprietati compuse: = J{,)
Mot .vilsee- Mat eluso-
Platie lygece 2 f
A 6, 4 G
@ o viwe-
elasto- A \( j__
Hleckiie ? (’% K : | ¢ el (A
% 1
O & v s
~
Materiale Lichid Solid Solid Material Plasticul
viscoelastice Maxwell Voigt Zener Lethersich Bingham
Kelvin

Comportarea materialelor in timp (t):

- functia de fluaj, F(t)= y(t)/ T, variatia deformatiilor in timp, Y(t), la tensiuni constante Ty;
- functia de relaxare, R(t) = T(t)/ Vi, variatia tensiunilor in timp, Ty, la deformatii

constante, Y .
4.3.2. Criterii de plasticitate
A) Caz general

Tensiunile 1n jurul unui punct:
Tensiunile principale:

O-X’O-}Ho-z;-[xy’-[XZaTyZ-
01,02,03;T1,T2,T3.

(1) ¢’ -1,6* +1,0-1, =0, unde I, L,; suntinvariantii tensiunilor:

I, =0, +0,+0,;

— 2 2
l,=0,0,+0,0, +0,0, -7, -1, ~T

2
Xz
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Gx Txy Xz
L =t, o, T,
zX zy Oz

Rezolvarea ecuatiei (1) (cu 3 solutii reale) = tensiuni normale principale
(01>0,>03),
tensiuni tangentiale principale
T, =+ %79 ;) T, S E ;T =+ 9179
2 2 2
si directiile principale, din sistemul

o, —o)+mt +nT, =0
T, +m(0y —0)+nTyz =0
i, +mrt +n(0, -0)=0

¢, m, n - cosinusurile directoare ale suprafetei cu tensiuni normale principale.
Tensiunile tangentiale principale sunt maxime in plane la 45° fata de triedrul format de cele
3 directii principale.

Cercul lui Mohr
Se considera plane paralele cu una sau alta dintre directiile principale

7 T Tt
T [T A e, W
—
N —> —
5 6 ; - %
. 7} olH—44 o : 62 @
@ © ;

Plan paralel cu directia principala a tensiunilor 0 §i O3,
Pe o suprafatd inclinatd oarecum fatd de directiile principale, tensiunile sunt date de
coordonatele unui punct din zona hagurata.
Tensiuni octaedrice (diagonalele patratelor)

pentru cub = 8 plane octaedrice
— 01 + 02 + 03 .

oct s
3
1/2

0ot :%[(01 _02)2 +(02 _03)2 +(03 _01)2] =

0)

2 1/2
=§(r12 +1; +t§)
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1. Criteriul de plasticitate Saint-Venant-Tresca

0,—-0 R 9 e .. A . <

T, = % =k, = constant. Admitand aceasta conditie si pentru solicitarea de intindere simpla
o) o .. .

(01 =0, 0,= 0):> T .= 5 0, -0, =0,_- criteriul de plasticitate; O, - tensiunea de

curgere la tractiune simpla.

2. Criteriul de plasticitate Huber-Hencky-Mises - energia de deformatie pentru modificarea
formei atinge o anumita valoare:

lgEU (0,-0,) +(0,-0,) +(o, —01)2] =k, =ct sau (0,-0,) +...=202
Valoarea constantei se obtine aplicand criteriul pentru solicitarea de compresiune simpla :
(0,=0,=0, 0,=-0,)=k, 1+EUEII2
o -0) v, o)+, o) 22 =0,

intensitatea tensiunilor
Consecinte:
a) in timpul deformatiei plastice, intensitatea tensiunilor rimane constanta;
b) deformatia volumica E=¢&T& t+§g este numai elastica, chiar si in timpul deformatiei
plastice (deforrnatia plasticé se face la volum constant).

1/2 . .. . .
C) ——[ 0 —0) (03 -0, )2 = in timpul deformatiei plastice tensiunea

V2

octaedrica are valoarea constanta T, = TO .=04710..

3. Criteriul tensiunilor maxime reduse:

C

max{(o, - 0), (0, - 0), (0, -0} =k, =§0 . unde 0 =(0, +0, +0,)/3

B) Aplicarea criteriilor de plasticitate pentru cuple de frecare
a) Contactul bidimensional al cilindrilor

Starea pland de deformatii: componenta axiald a tensiunilor O, este tensiunea principald
intermediara O .

1. Dupa criteriul Saint-Venant-Tresca: 0, -0, =2k, =0, sau 21 =0,
Dar 1, =0,3p, inpunctul situat pe axa z laz,=0,78 a = 0,6p = 2kt = O,
(kr=0./2)

Deci (po)c =

zona zo=10,78 a.

°6 =1,67 0, - presiunea maxima la care incepe curgerea materialului din
b
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2. Dupa criteriul Huber-Hencky-Mises

6E
(01 _02)2 +(02 _03)2 +(03 _01)2 :m M =20;

Pentru U =0,3= maximul pentru (cr1 - 02)2 + (02 -0, )2

0,624 p° siaparela 0,70a= (p,). =3k, =1,790,.
3. Dupa criteriul tensiunilor reduse
max{(o, - o), (0, -0), (0, -0} =k, 2200 ,unde 0=(0,+0,+0,)/3

Dar max{(o, -0), (0, -0), (0, —0} =0,7p, si apare la 0,67 a.
Deci (p,). =2,7k, =1800, .

Sarcina minima la care incepe curgerea se determina din ecuatia Hertz:

pE™Y" 2R L_1 1 1 _1-02  1-02
Po = si P=p°D ; —=—t— —= = Lt —2
TR E R R, R, E E, E,
Deci
il (1,67)2 02 - criteriul Tresca

o
(Py )C = E;(po )i = %(1,79)2 Gf — criteriul Mises

b

—D(I,SO)2 02 - criteriul tensiunilor reduse

b) Contactul axial-simetric al solidelor de revolutie

in lungul axelor, O,, O;, Op sunt tensiuni principale si 0,= Op
1 _
0,/ py=0q/p :—(1 + U){l —(z/a)arctg(a/z} +§(1 + 72 /az) 1;

0./ pg =—(1 +2°2 /az)_1
Valoarea maxima (0, - O;), pentru U=0,3, este 0,62 pp la adancimea
7o =0,48 a.

1. Dupd criteriul Tresca:  (p, ), =3,2k,, =1,60 0.
2. Dupa criteriul Mises: (po)c =28k, =1,60,.

Sarcina minima pentru initierea presiunii maxime po ce declanseaza curgerea se determina

1/3

din ecuatia Hertz Py = (6PRE Y/TTR? )

2
Deci P :TﬁR

dintre cele doua.
9P’
16RE™

2
Tinand seama si de deformatie, &= % = (

care incep deformatiile plastice:

: = g (1,6)3 o i; 0. pentru materialul cu modulul de elasticitate cel mai redus

1/3
J , se deduce raportul critic g de la
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4 146 rH6 2 2 2
a=[9DT6ER 0.6 mc]:R(G_cj [}%:MR(OCJ

16RE™ 62 (E™ EX EX

2
o

sau §~3,l <.

R E

¢) Profile generale netede

Pentru cazul general, aria de contact este o elipsa si tensiunile sunt date de ecuatiile
prezentate anterior. Tensiunile in lungul axei z determina diferenta tensiunilor maxime (0, - 03),
care sunt in planul ce contine semiaxa mica a elipsei

(a > b). Aceasta diferentd a tensiunilor si tensiunea tangentiala maxima T, se mentin constante la

modificarea excentricitatii de la zero launu: 1, , =0,3p,.
b/a 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
z/b 0,785 0,745 0,665 0,590 0,530 0,480
Ti max/Po | 0,300 0,322 0,325 0,323 0,317 0,310

La contactul punctual (b/a), curgerea incepe de la adancimea 0,48 a si la cel liniar (b/a = 0),
curgerea incepe la 0,78 b.

d) Pana §i con

In timpul penetririi unei pene bidimensionale fara frecare, tensiunea tangentiala pe interfata
este egald cu presiunea 0, =0, = —p(x).

Diferenta (G ,—0 2) = (0 .0, ) , In lungul axei z, are valoarea maxima
O

ctga .
Prin criteriul Tresca sau Mises (identice pentru U = 0,5), curgerea pe pana sau pe con are loc
A PC
cand  ctgo =2 —%.
E

Corelatia aproximativa - duritate - curgere
Curgerea incepe cand presiunea medie are valoarea aproximativa 6k , p, = 6k,
si corespunde duritdtii materialului. Pentru metale H =6k =30, , unde O. este tensiunea de

curgere uniaxiala a materialului.

Pm o T Deformaltii pur plastice

H=pm=3k=1,0 T Deformatii plastice pe suport elastic

pm=3k=1,50 Deformatii pur elastice

>
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4.3.3. Contactul unui rigid cu un solid perfect plastic

in starea pland de deformatii - criteriul de plasticitate (o, - 02) = 2k, unde
{OC /2 pentru criteriul Tresca

o,/ NG peiltru criteriul Mises

1

+ 0= 5(01 + 02)

K 2
— . .

(Oy, Txy) > O Ecuatia cercului Mohr
02 ,
> (0, -0) +12 =k sau
kK le— 5 —»
2
—p o, t0
01 (ox——lz Zj +1;, =k’

Directiile tensiunilor principale relative la o axa fixata in corp definesc directiile liniilor de
lunecare a si P.
0; = max; 0] = min - tensiuni principale
Conditia de echilibru:

- in directia O

0_0_21(% =0=0- 2k @=ct in directia O
da da

- in directia 3
Jo ¢

— +2k— =0 = 0+ 2k @=ct in directia B
op B

a, B -directiile de lunecare.

a) Pana rigida cu suprafata plana

a;) Fara frecare

Materialul planului curge plastic in doua regiuni

. = ""l . simetrice laterale ABCDE. Pana este rigidd, deci nu se
'f:‘ . j & deformeaza.
ri___.-'-"-.-"||_~\.'.; L iy f_‘“_“-n_.__ﬁ_‘_ o Se c.on51'deré Volumu1:>
N Q/S." NN 3 aria trlungh.1.u1m AOF = aria FBC.
O W Liniile de lunecare:
A ) Pe fata AB nefiind frecare = cd nu apar tensiuni
ARG aepy | b tangentiale. Presiunea normalda p, pe fata penei este
f,.--—a.\'l T tensiune principala si linia de lunecare face cu AB unghiul
| 14— ) &  de 45°. Similar cu suprafata libera BC. Starea tensiunilor in
Nyl N regiunea triunghiulard BCD este de compresiune uniforma

L . <
et u 2k ce actioneaza paralel cu suprafata BC.
I Pa
LA
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P

Pn =2 =Py = 2k(1+)
= = a si pm pentru P, k, o date.
cos 2y
cos(20( - LIJ) =
I+siny

az) Cu frecare T, = Hp,, (U= coeficient de frecare constant)

T,, - tensiunea tangentiald pe muchie

= p, =k(1+2@ +sin2])

P T, =kcos2A =pp,,
a Conditia de echilibru mecanic:

p
P =D, (1 + petga);
a

Conditia de volum constant (deformare fara ecruisare)
cos2y

\ |
F‘/\ii cos(20(—llJ)=l+sinLIJ (1)
o
%,

Pentru calculul elementelor de contact - se considera cunoscute: P, k, a, | si rezulta a, py, Ty

Observatii
1. Lunecarea este posibild numai dacad a< 45° si apare pe muchia penei.
2. Valoarea critica a coeficientului de frecare 4, corespunde pentru A = 0 si rezulta

kcosO=pk(l+2¢) = p= L , cu Y determinabil din ecuatia (1).

1+20
. ) L 3.Daca a >45° rezultd ca materialul adera
T thi ™ — E_#j pe suprafata AB, lunecarea avand loc pe suprafata
~E T BE.
e l'_d.--f"' e ,f’]{"--.._ ¢
TR
' b i P . '|.
’ “« B "op, =k+2km+ksin(2a—gj=
", g

= k(l +2y —cos20()
T, =ksin2a
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Deci, pentru aderarea materialului pe varful muchiei penei, trebuie sa existe inegalitatea:

M= sma cu Y determinabil din ecuatia (1).
1+2y —cos2a
Parametrii de contact: p, =— = 2k(1 + O() —>a= _Pr $1 pw, Ty (fard lunecare).
2a 4k (1+ )

b) Pana perfect plastica cu plan rigid

b;) Forta concentrata in varf

P - Presiunea la care Incepe curgerea (fara frecare):
l, p=2k(l+a) cuO<a<m2 si
o ap=P2p=P/4k (1 + a), « inradiani
F - Presiunea pe interfata:
o B P = % =2k(1+ ), in care unghiul Y se determini din
7 * " conditia de volum constant:
/" ! ¢ (aria Opap' = Oppc) $1 AB = BC in functie de unghiul a.
a o \ cos’ o +sin(0( —Lp)[sin(O( —ljJ)—2cos0( +sin O sin Lp] =0
/ < - > si
_ P
4k (1+ )

b,) Forta uniforma distribuita pe muchie (p)
- Presiunea la care incepe curgerea pentru 0 <o < 172

Regiunile OCD si OEF sunt triunghiuri dreptunghice isoscele si
reginea AGF este sector circular, deci
= p=2k (1 +20-112)

¢) Cilindru rigid pe semiplan plastic - fara frecare

- Presiunea la care Incepe curgerea

R_ |
ﬁe 8o ¢ p=2k((p+1[+l+(p0j+w/k2—r
d‘ TN _’ Y/ 2 2
‘(\/J Pl unde @ este unghiul dintre tangenta la contur si axa AB
f“Lﬁr

. T .
Q= arcsmi, T este tractiunea de forfecare.
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Pentru cilindrul circular
Tt
=2kl 1+—-
p [ i cpj

Pentru o fortd datd pe unitatea de lungime a cilindrului =
P = 2kR[(T[+ 2)siny, +2(1-cosy,)-y, sin ye] =Y, siapoi >0=a

d) Cilindru plastic cu plan rigid fara frecare

P Domeniul cu deformatii plastice OAB. Presiunea nu este uniforma.
‘ Pentru cazul particular,
( i Ye = 15°
. 3,92k in punctul O
N rezultd p = )
~_0 ]L - A 4,62k in punctul A

e) Sfera rigida cu semispatiu plastic fara frecare
Domeniul liniilor de lunecare se determina cu diferente finite.
Presiunea pe suprafata este neuniforma.
De exemplu, pentru R = 1063 mm si = 78 mm.
. {7,921( in punctul A

4,38k in punctul B

Pentru o forta datd P cu aproximatie, se poate determina VY,
siL:
P = 2kR2[(T[+ 2)siny, +2(1-cosy,) -y, sin ye] =Y, siapoi =>0=a

f) Trunchi de con rigid cu semispatii plastic fara frecare

Pentru deformatii incipiente, unde suprafata raimane plana =
p =2k(1+a+B)

9—005(1‘[/4—0()}+ln1—9005(n/4+a)+

unde: 2B =|1-tg(m/4—a)ln|1+
1-BcosTl/4

1- 9cos(T[/4 + O()

_ 1+9 1/2
ra-20-02)" Jaretg tg “+ 2 [ 2] |L, und
a ( ) arctel tg| =+~ | 12g unde

O este directia tensiunilor normale principale.

P

0l 8

©

0,6}

(4
0,4 t
0,2 |

30 0 go (0 150 (8o
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Pentru 0 = 0, care corespunde r =a = p = 2k (1 + a) similar cu pana bidimensionala.
Pentru 6=+/2/2 , care corespunde lar =0 = p =2k (1 + a + By).

4.4. Aria de contact a suprafetelor rugoase
4.4.1. Modelarea rugozitatilor

In vederea determinirii analitice a principalilor parametri de contact ai suprafetelor reale cu
rugozitati (aria si presiunea reald, deformatie, rigiditatea de contact), necesare evaludrii frecarii si
uzarii, rugozitdtile se modeleazd sub forme relativ simple (sferd, con, prisma, piramida, elipsoid
etc.).

Aceste forme simple permit deducerea unor relatii analitice pentru parametrii de contact si
compararea rezultatelor acestor relatii curezultatele experimentale posibil de evaluat.

Principiul corect de modelare este ca rugozitatea reala sd aiba acelasi volum de material cu
rugozitatea model.

Pentru aceasta, este necesar ca, pe baza profilogramei rugozititilor, sa se determine volumul
acestora (V,), pentru o lungime de referintd, aleasa ca reprezentativa pentru model sfera.

- o

r:? - -—_"-tl-. = == E - | = = = S —— ™ n m i
1[‘:F - W 'ﬁﬂ:l_ LLLR R T .-:?1"',2'&?_‘1@'1

i a " 9 o
_— = - L- I.—. = == 2 -} E

Se recomanda determinarea adancimii de nivelare, R,, addncimea pentru care 2, =2, .
Cunoscand aceasta adancime R;, se considera ca volumul de material al rugozitatilor de pe lungimea
L este V; =L R, ' B, B fiind latimea caracteristica a rugozitatilor si se poate aprecia ca fiind latimea
suprafetei de contact (pentru rugozitéti prismatice) sau alta dimensiune specifica.

a) Calote sferice cu aceeasi raza a sferelor (model Greenwood)

De exemplu, daca se modeleaza rugozitatile sub forma unor calote sferice provenind din
sfere de aceeasi raza r, dar de ndltimi diferite (h;) si raze diferite (a;), atunci se considerd ca
numadrul sferelor (n,) este egal cu numarul tuturor rugozitatilor de pe lungimea de referintd L si ca

baza calotelor (raza a;) se gaseste pe baza rugozitatilor, z 2a, =L.
i=1

Inaltimile calotelor, h;, se apreciazi ca avand aceeasi lege de variatie ca si inatimile reale ale
rugozitatilor. Dacd notdm prin R, Inaltimea cea mai mare si
| corespunde rugozitdtii n, R; - indltimea rugozitatii celei mai mici
- ~— ! (R = kiRy). daca se alege planul de referinta la baza rugozitatilor R,
/ . 'm = 0, R, - indltimea rugozitatii a doua, ca inaltime si R, = koRy, R3 =
f . | ksRy..., Ri=kiRy...Ry =Ry, cu ki, ko,..., ki, ... kno -1, kno = 1 cunoscute,
I‘F—— — ‘- atunci intre inaltimile calotelor h; existd aceleasi relatii:
™ L hy=kh , h=kh,.. h,=k,h,
Tinand seama ca intre inaltimea calotei h;, raza bazei calotei
a;  raza sferei rsi volumul calotei Vi exista relatii geometrice:
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v, :%mf(ﬁ—hi), a, =,/h,(2r-1n,),

n

n, n
rezultd volumul total V=>V = %Tlhi{ﬁz ki —h,
i=1 i=1

) )
Din 2)a =L= 2@[2,/1(11& —k;h, J} =L
i=1 i=1

k?}vr

i=1

Din aceste doud ecuatii rezultd indltimea maximad a caltelor sferice model h, si raza

sferelor r.

b) Calote sferice cu raze diferite ale sferelor

4.4.1)

(4.4.2)

Un alt model este acela prin care se considera ca razele de contact ale calotelor sunt identice

pe lungimea de referintd de la baza rugozitatilor :

(a1 = ay = ... apo = a = L/2n,, n, fiind numarul total al rugozitatilor), insd indltimile calotelor (h;) si

razele sferelor din care provin (R;) sunt variabile.

Se acceptd ca inaltimile calotelor h; au aceeasi lege de variatie ca si aceea a Indltimii

rugozitatilor reale, h; = k;hy, k;- cunoscut (R; =k Ry, ... Rj =k Ry).
Din conditia de modelare (volum identic, V, = V) rezulta :

11 i
V.=V :gh{w;ki +h§2kf}

Din (4.4.3) = hy sicunoscandsi a=L/2ny = razele sferelor

a’  h, a’ kizhi
i +—1= +
2h, 2 2kh 2

(4.4.3)

(4.4.4)

¢) Tije cilindrice cu raza constantia (model Kraghelski)

a Se considerd tijele cilindrice cu sectiunea frontald ca fiind

gy = = sectiunea portantd si uniform distribuite pe suprafatd. Numarul

o | L. total al tijelor este egal cu numarul rugozititilor de pe suprafata
' | —| respectiva n,. Indltimea tijelor se apreciaza ca are aceeasi lege ca
L si aceea a rugozitatilor reale h; = kihy, hy - Inaltimea maxima a

tijelor model.
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Se impune ca pe aria nominald, A, , numarul rugozititilor, n, , este foarte mare si ca
suprafata frontala a cilindrului este foarte mica, A;, astfel ca

. A 4A
lim A;n, =A_ =constant => A, =—2=d, = 6
Bo-0 D n

Daca se adauga conditia de volum constant, rezultd cd la inaltimea Rp,, (addncime de
nivelare) se poate scrie:

) )
V. =V= nOthi = nopAophkai (4.4.5)
i=1 i=1

cu numadrul n,, de rugozitati la adancimea de nivelare, detreminabil din profilograma.
Acceptam ca tijele cilindrice au sectiunea constanta

Ay, = A,ld, =2r, = J4A, /T, din (5) = h, =V, /(nopAoikij
i=1

d) Rugozitati prismatice (modelul Archard)
Elemente geometrice caracteristice:

e, . C 9
T ™y - pasul mediu A, determinabil din profilograma;
_— 4—; = _.hr'_ - abaterea medie patratica a inaltimii rugozitatii, determinabila din
™ ] profilograma.

4.4.2. Deformatia critica a rugozitatii

a) Indicele de plasticitate Greenwood-Willamson g

Tinand seama cd starea de deformatie a suprafetelor, se apreciazd prin duritate (HB),
Greenwood si Willamson considerd cd atunci cand rugozitatile se modeleazd sub forma de sfere de
raza constanta r, deformatia O este elastica atdta timp cat presiunea maxima de contact este mai
mica decat 0,4 HB (HB - duritatea Brinell minima a celor doud suprafete).

Pe baza acestei observatii, din relatiile lui Hertz:

Lo(3Pr)" o _at [ 9P P 3 e (erE™)”
48Y) R \16E® ) P07 o mr® )

se deduce § = (rp_oj .

r EV
Considerand ca deformatia critica O este egala cu abaterea medie patratica a naltimii
2
rugozitatii (0) = 9 =(%j si definind indicele de plasticitate Yg,
r
b=t [E (4.4.7)
¢ HBVr o

se poate deduce: O = abaterea medie patratica.
- Deformatia este elastica daca P, <0,7;

- Deformatia este plasticd Y, >1;
- Deformatia este elastoplasticd 0,7 <, <1.
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b) Indicele de plasticitate Archard

Pentru rugozitati prismatice, Archard propune indicele
O
b= E 0
H; A
cu O abaterea medie patratica a inaltimii rugozitatii si A pasul mediu.
Pentru Y > 1 - deformatiile sunt plastice
Wa <1 - deformatiile sunt elastice.

(4.4.8)

Justificarea teoretica a indicelui Y, are la bazd presiunea maxima de contact din varful
prismei (po = HB) si ca deformatia maxima este egala cu O.

¢) Indicele de plasticitate generalizat

Daca se considera ca deformatie critica (), acea deformatie care conduce la o energie
criticd corespunzataore criteriului de plasticitate, de exemplu, Huber-Hencky-Mises, atunci se

defineste
Y, =40,/0 (4.4.9)

ca deformatia raportata la abatere medie patratica a inaltimii rugozitatii.

Deformatia critica O, se poate determina pe baza geometriei rugozitatilor model si a
caracteristicilor de material.

Pentru cazuri concrete, cu unele ipoteze simplificatoare, se deduc conditiile ca deformatiile
sa fie elastice.

De exemplu, pentru suprafete de frecare cu rugozitatea evaluatd prin inaltimea medie R, si

(HB)g-Ui)GA_%,

HB - duritatea Binell, U, - coeficientul lui Poisson, E - modulul de elasticitate.

Pentru otel cu HB =2 - 10 ° N/mm ? , rezultd raportul A/R , pentru a obtine deformatii
elastice.

In ceea ce priveste directia rugozitatilor relative ale celor doud suprafete de frecare se
deduce ca pentru rugozitatile cu directiile perpendiculare, indicele de plasticitate are valoarea cea
mai mare, suportand deci in regim elastic sarcini mai ridicate, sau, la aceeasi sarcina, deformatiile
sunt mai mici decat in cazul in care directiile rugozitatilor sunt paralele.

pasul mediu A, deformatiile sunt elastice daca

4.4.3. Calculul ariei reale

a) Modelul rugozitatilor sferice
a;) Rugozitati calote sferice cu aceeasi raza a sferelor §i aceeasi inaltime a calotelor.

| ':!,.j | () | P
W TSPt p gl i £ F oy F £ 4 F i
= a |
h g | VR ¥
MBLRERLR = it ® = = 52
._] |

Fie suprafata 1 cu rugozitati de raza r si inaltime h in contact cu o suprafata ideald 2 perfect
plana.
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Se considera cunoscut numarul rugozitatilor suprafetelor de referinta, n,.
Pentru calculul ariei reale A, =n,Ta’, este necesard cunoasterea razei de contact a calotei

sferice.La o fortd exterioard data, P, se face initial ipoteza cd deformatiile sunt elastice si se aplica
relatiile lui Hertz.

o= 3(P/n,)r " 6—£ _3P/n,
4E" ’ 0 PeTy '

2
o)
Dacad raportul 0 < (§j = 3,1(ECDJ , [§j fiind raportul critic ce conduce la deformatii
r cr cr

r

plastice (criteriul de plasticitate), atunci deformatiile sunt elasice; dacd nu este respectatd aceasta
restrictie, atunci se determind marimea cu relatiile de la contactul plastic.
Deoarece sferele sunt identice =

3(P/n0)r 23 . . o _
~E0 §1 presiunea maxima p, =

. =031p, (U=03) la zy=048a.
a;) Rugozitati calote sferice de aceeasi raza si inaltimi variabile

6(P/n,)EY) "
™1’ ’

0=z i aria reald 4, =n0T[|:

C
L\:.
q
g

] T mraw

Se accepta cd rugozitatile unei suprafete au forma de calote sferice de aceeasi raza, dar
indltimi variabile. Cealalta suprafata este plana si ideald (fara rugozitati).

Se considera ca sarcina exteriora P este preluatd de un numar mai mic sau mai mare de
asperitati (rugozitati), dupa cum deformatia este mai mica sau mai mare.

Fie n - numarul asperitatilor care se gasesc la nivelul superior lui z, §i n, - numarul total al
asperitatilor de pe suprafata de contact, cunoscand repartitia inatimii rugozitatii f(z), se determina
numarul de rugozitati ce se gasesc in stratul elementar dz

f(z)=n/n,, dn=n,f(z)dz

A =l =1 - (r-3,)|=2md, = 2R g, (4.4.10)
unde € =90,/R, este deformatia relativa.

Prin sectionarea profilului rugozitatii la un anumit
nivel g, fiecare suprafata de contact, pentru care z < €,
creste cu

AA, =2mR (e-2) (4.4.11)

Prin insumarea tuturor segmentelor sferice se
obtine
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n €
A, =2mR, [(e~z)dn = 2mR n, [ (e - 2)f"(x)dz (4.4.12)
0 0
Tinand seama ca sarcina exterioara este preluatd de cele n asperitati ce se gasesc in contact,
rezulta:

P= nojP(E —z)f"(z)dz = 2TERyn0.[pr(£ —z)f'(z)dz (4.4.13)
0 0
cu p; (€ - z) - presiunea reald la nivelul € - z.
2 1/3
Din ecuatia deformatiei elastice, &=a’/R = (169};452 j , pentru
r
8=R (e-z)=>P(e-z)= %Emr”z(s -z)"? R}” (4.4.14)
4 e 3/2

Deci P=n, EI?:EDrl/zRi/z.[(s —z) f'(z)dz.

0
Pentru deformatii plastice, corelatia forta-deformatie este de forma (4.4.13), cu
p, =co, =30, ¢ - coeficient dependent de forma rugozitatilor (pentru rugozitati sferice ¢ = 3).

€
P=21R,nyca, [ 1 ()= = 2R noe [ () - £ (0] (4.4.15)
0
{\\\]‘L a2=r2—(r—6)2=2r6
. \J P=ma’p, =ma’co, = m’3w, =

P(e - z) = m2rdco = T2rR (e-2)
g G

Cunoagsterea functiei f(z) permite calculul deformatiei € a rugozitatilor sub sarcina exterioara P.

Cateva cazuri particulare:
1. Repartitia liniara a inaltimii

f(z) =kz, kfiind constanta = f'(z) =k
Inlocuind in (12) =

€ 2
A, =2mRn, [(e-z)kdz = 2rnrRynol{a2 —%] = 1eR n ke’ (4.4.16)
0

Din (14) =

3/2

P=n iE']r”szk (e—z) dz=n iEDr”zk ﬁem zﬁn KEr'?e3* [RY? (4.4.17)
"3 g "3 5 150 y
0
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Determinand pe € din (4.4.17) si inlocuind in (4.4.16) =

475 3/5 4/5
15 s [ Ry P >
A :n{— n k —x K} 4.4.18
e 8} Cn, k) [E r j (EDrRyJ ( )

In conditiile in care determinarea razei de curburd a rugozitatii r si a numarului de asperitati
n, se face pe baza unei lungimi de referintd L din profilograma suprafetei, se poate calcula aria
nominald A,,

A, =2mrnkL, (A, =nma’ = nn2md= 2100 kL)

si, deci, aria reala adimensionala

A 0,82 P (RN
e s T
n, =—%= — — [é—j (4.4.19)
A, (nk)""|ER,r r L

Pentru contactul plastic, din ecuatia (4.4.15),

P =21R n,co [f(e)-£(0)] = 2R n,co ke (4.4.20)

se deduce deformatia relativa €.

Prin inlocuirea deformatiei € din (4.4.20) in (4.4.16) rezulta:

2
A R
n,=—t=—rt gt g [—j 1)
A, 2(n0k)2 "R, cO, r \L

2. Repartitia polinominala a inaltimii
Se considera ca indltimea este dispusa dupd o lege polinominala, dedusad pe baza curbei de
portanta Abbot-Firstone

f2)=n/ng=1z5 = n=nptz*, f'(z) =tsz*" (4.4.22)

Rezultd dn=n, stz *"' dz, in care t si s se vor determina pe baza curbei de portanta.

Inlocuind in (4.4.12), rezulta:

A, =2mR n, [ (e~ z)sz*'dz = 2R nts[ (€ = )" 'dz = 2R nte™"! /(s +1) (4.4.23)
0 0
Pentru contactul elastic, corelatia fortd - deformatie se determina din (4.4.14) si, schimband
variabila z =gy, va rezulta:

3/2 3/2
4 r - 4 ¢ -
F=—En,r"’R,"*[(e-2) tsz*dz =—EDn0tsr”2R3/zj(€—z) zV7dz =
3 0 3 0
| | 32

=A[e(1-y) ey ey = A [(1-y) yTdy=AeB(5/2;5) =

0 0
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= gEDnotsr“Ri/z [22B(5/2;5) (4.4.24)

1 s—1
Unde B(S/ 2;s) = j(l - y) [¥°'*"'dy este functia Betta (integrala Euler de prima speti) si se
0
poate determina pe baza functiei Gamma [ (x)

B(5/2:5) = r(s/2)m(s)
F(5/2+s)
< : = A, v 5 .
Daca se tine seamacd I, = A =be”, (curba de portantd Abbott - Firstone)
din (4.4.23)
2T0R jn te*"
n, =————~——=be’" = (4.4.25)
= (s+1)A
=s=0-1 si n,u=bv4,/2vR,) (4.4.25"

A
Deci, forta  F=2ET 2% ()2 R32 R(5 /20 -1)  (44.26)
3 2mR,

Eliminand € intre (4.4.25) si (4.4.26) =

. 20/(2u+1)

F

=k, || — |G= 4.4.27

- HEAJ JA_J e
3 3 20/(2u+1)

in care k, = {EW(E + Uj/4u(u ~1)r(s/2)r(v —1)}

siA, =R/ (rb” ”) parametrul complex al microgeometriei.

Analog, se analizeaza aria reald si pentru alte modele de rugozitati si legi de repartitie a
inaltimii.



