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4. ELEMENTE PRIVIND CALCULUL TENSIUNILOR ŞI ARIEI DE CONTACT 

 
 4.1. Mişcare şi forţe în punctul de contact [A6, A14] 
 
 4.1.1. Sistem de referinţă 
 
    conforme - se "potrivesc" exact sau se pot deforma  

împreună; exemple: lagăre axiale, radiale, ambreiaje; 
Suprafeţele solide  pot fi: nonconforme - au profile diferite: •  punctuale,  
                                                                                                            - liniare              

exemple: rulmenţi cu bile, role (conform - într-o direcţie,şi neconform 
- în direcţie perpendiculară). 

                               
Planul tangent x - y = plan osculator (fig.4.1.1) 
Direcţiile x şi y să coincidă, pe cât posibil, cu axele de 
simetrie ale suprafeţelor. 
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De ex: pentru contactul a doi cilindri cu 
 axele paralele, axa oy se alege în lungul axelor paralele, iar 
ox perpendiculară. 
Pentru profile nedeformate, 

z1 = f1 (x,y) 
z2 = f2 (x,y) 

Distanţa de separare înainte de încărcare: 
               h = z1 + z2 = f (x,y)             (4.1.1) 
 
 

       Fig. 4.1.1 

.1.2. Mişcarea relativă a suprafeţelor - alunecare, rostogolire şi spin (pivotare) 
işcarea corpurilor solide - pentru un timp foarte scurt - instantanee. 

unct de referinţă - punctul de contact 0. 
Corpul 1 are viteza liniară V1 şi viteza unghiulară Ω1. 
Corpul 2 are viteza liniară V2 şi viteza unghiulară Ω2. 
Sistemul de referinţă are viteza liniară V0 şi viteza unghiulară Ω0, fiind orientate relativ faţă 

e planele tangent şi normal ale punctului de contact. 
u aceste precizări ⇒ vitezele liniare şi unghiulare ale corpurilor faţă de 0: 

v1 = V1 - V0 
v2 = V2 - V0                    (4.1.2) 

    ω1 = Ω1 - Ω0 
    ω2 = Ω2 - Ω0       (4.1.3) 
Se descompun aceste viteze în sistemul cartezian. Dacă contactul este continuu, suprafeţele 

u de separă niciodată, vitezele în lungul normalei de contact  sunt egale 
Vz1 = Vz2 = Vz0           şi           vz1 = vz2 = 0     (4.1.4) 

 
iteza de alunecare relativă în punctul 0: 

∆v = v1 - v2 = V1 - V2 ,      cu  componentele 
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∆vx = vx1 - vx2 
∆vy = vy1 - vy2                           (4.1.5) 

 
 Rostogolirea este definită ca viteză unghiulară relativă între corpuri în lungul unei axe din 
planul tangent: 

∆ωx = ωx1 -  ωx2 = Ωx1 - Ωx2 
∆ωy = ωy1 -  ωy2 = Ωy1 - Ωy2                          (4.1.6) 
 

 Mişcarea de spin (pivotare) este definită ca viteză unghiulară relativă în jurul normalei 
comune: 

∆ωz = ωz1 -  ωz2 = Ωz1 - Ωz2             (4.1.7) 
 Orice mişcare trebuie să respecte condiţia contactului continuu (4.1.4) şi poate fi privită ca o 
combinaţie de alunecare, rostogolire şi spin. 
 Spre exemplu, roata autovehiculului - normal este rulare - când este pe o curbă apare şi spin; 
dacă derapează - alunecă fără rostogolire. 
 
 4.1.3. Transmiterea forţelor în punctul de contact 
 
Forţa normală P acţionează în lungul normalie comune - este o forţă de compresiune (fig. 4.1.2). 
Forţa tangenţială Q - în planul tangent - mărimea trebuie să fie mai mică sau la limită egală cu forţa 
de frecare limită 

Q ≤ µP                          (4.1.8) 
unde µ  este coeficientul limită de frecare. 
 Q se descompune după două direcţii paralele cu axele  Qx , Qy . 
Pentru alunecare pură forţele tangenţiale sunt la limită egale cu forţele de frecare şi de sens invers 
mişcării 
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 Fig. 4.1.2 

Forţa transmisă în punctul de contact are ca efect modificarea contactului, transformându-l într-o 
suprafaţă de mărime finită. 

Ca atare, devine posibilă transmiterea unui moment adiţional la forţă. Corespondenţele 
acestui moment Mx şi My sunt definite ca momente de rostogolire. Ele produc o rezistenţă la 
mişcarea de rostogolire, numită frecare de rostogolire şi, în general,  sunt mici şi uneori se 
neglijează. 
 Cea de-a treia componentă  Mz , care acţionează după normala comună, se opune mişcării de 
spin şi se numeşte  moment de spin . Când spinul acompaniază rosogolirea, energia disipată prin 
spin şi rostogolire se numeşte  rezistenţă la rulare . 



4.Elemente privind calculul tensiunilor şi ariei de contact 
 

 

29

 La acest punct este potrivită denumirea de  rostogolire liberă (inerţială). Se va folosi acest 
termen pentru a descrie mişcarea de rostogolire în care spinul este absent şi unde forţa tangenţială  
Q  în punctul de contact este zero. 
 Aceasta este condiţia de oprire şi pornire a roţilor vehiculelor. Dacă rezistenţa de rulare şi 
frecarea în lagăre sunt neglijate; este în contrast cu roţile conducătoare şi roţile de frână care 
transmit forţe tangenţiale sesizabile prin punctele de contact cu solul sau şina. 
 
 4.1.4. Tracţiuni de suprafaţă 
 
Forţele şi momentele sunt transmise prin suprafaţa de contact şi pe suprafaţă. 
Tracţiunea normală (presiune)  - notată p şi tracţiunea tangenţială (datorată frecării) - notată q, sunt 
considerate pozitive (fig. 4.1.2). 
 Condiţiile de echilibru: 

∫=
S
pdsP            (4.1.10) 

 
dsqQ

S xx ∫= ,  dsqQ
S yy ∫=           (4.1.11) 

 Pentru contactele neconforme (inclusiv cilindrii cu axe paralele), suprafaţa de contact în 
planul x, y se consideră plană, deci: 
 

∫=
Sx pydsM ,    ∫=

Sy pxdsM                     (4.1.12) 

şi      ( )dsyqxqM
S xyz ∫ −=  

 4.1.5. Exemple 
 
 1. Angrenaje evolventice 
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Viteza unghiulară de rostogolire în jurul axei y 
 

( )21 ω+ω−=ω∆         (4.1.15) 
 Viteza de alunecare 
           ( ) ( ) ( ) CTTvvvvv 000sinsin 212211221121 ωωωωαα +=−=−=−=∆      (4.1.16) 
 
  
 
2. Rulmenţi axial - radial cu bile 
 

  Inelul interior, inelul exterior şi colivia (bilele 
cu centrul C) se rotesc în jurul axei rulmentului 
cu vitezele unghiulare Ωi, Ω0 şi, respectiv, Ωc. 
    Punctele de contact 0i, 0o ⇒ axele 

        (zi , xi , yi ),   (zo , yo , yo) 
  Vitezele în punctelele de contact 
        cii Ω−Ω=ω ,   coo Ω−Ω=ω  
   Fără alunecare în 0i  ⇒  vz3 = vx1 ; 

i113 Rcosr ω=ψω ;     r = raza bilei. 
Similar în 0o. 
               oo Rr 23 cos ωψω =  
 
 
Fig. 4.1.4. 
 
 

Eliminând   
io

oi

1

2
3 cosR

cosR
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ψ

=
ω
ω

⇒ω         (4.1.17) 

Dacă punctele de contact 0i şi 0o sunt diametral opuse, unghiurile de contact αi şi αo sunt egale, 
astfel că ψi = ψo . 
Examinăm pivotarea (spinul) în 0i . 
Viteza unghiulară de spin 

           ( ) 
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sinsin          (4.1.18) 

 
   Pivotarea lipseşte dacă axa bilelor  (colivia) intersectează axa 

rulmenţilor în punctul A. Analog pentru punctu  0o . 
  Pentru absenţa spinului în ambele puncte de contact, cele două 
tangente  0iyi  şi  0oyo  sunt paralele cu axa rulmentului (rulment 
radial simplu) sau punctele  0i  şi 02 sunt dispuse astfel încât  0iyi  şi  
0oyo  intersectează axa rulmentului într-un singur punct (punct 
comun) - cazul rulmentului cu role conice. 
 
                Fig. 4.1.5. 
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 Sistemul de forţe - se consideră rulmentul încărcat cu o forţă pur axială şi, deci, fiecare bilă 
este identic încărcată. 
Fiecare contact transmite forţa normală  Pi,o şi forţa tangenţială  (Qy)i,o. 
Presiunea şi frecarea între bilă şi colivie introduc forţe tangenţiale mici şi direcţia  x  în punctele  0i  
şi  0o  şi sunt neglijate în acest exemplu. 
 Momentul de frecare de rostogolire  (My)i,o  va fi neglijat, dar momentul de spin (Mz)i,o  
joacă un rol important în determinarea direcţiei axei de rotaţie a bilei. La turaţii mari ale bilei apar 
forţe centrifuge apreciabile şi un moment giroscopic  Mg. 
 Se consideră bilele în echilibru; făcând ecuaţia de momente în jurul liniei  0i0o , se deduce:
  

      (Mz)i = (Mz)o          (4.1.19) 
 Dar poziţiile punctelor de contact  0i  şi  0o  şi direcţia axei bilei ψi nu sunt determinate 
static. De aceea, este necesară şi luarea în considerare a forţelor tangenţiale  (Qy)i,o  şi momentului 
de spin  (Mz)i,o  din mişcarea de rostogolire şi spin a punctelor  0i  şi  0o . 
 
 4.2. Contactul normal al solidelor elastice (teoria lui Hertz) 
 
 4.2.1. Geometria suprafeţelor netede non-conforme 
 
 Se cer următoarele: 

- geometria suprafeţei de contact; 
- mărimea şi distribuţia tracţiunilor normale, tangenţiale transmise în lungul contactului; 
- tensiunile şi deformaţiile în ambele corpuri şi în apropierea regiunii de contact. 

Se consideră corpurile atât la scară micro cât şi macro, ca netede, profilele suprafeţelor sunt 
continue - axele z sunt pozitive - către interiorul corpurilor. 

Profilele în apropierea originii pot fi aproximate cu expresiile: 
                 z  = A x2 + B y2 + C  xy + ...   (4.2.1)  

u
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neglijând termenii de ordin superior. 
Alegerea orientării axelor x şi y, x1 şi y1,se face astfel încât ca xy să se 
reducă  (≈ 0), şi (4.2.1) poate fi scrisă: 

            2
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2
1

1
1 y

''R2
1x

'R2
1z +=      (4.2.2.a) 

nde  R1'  şi R1'' sunt razele principale de curbură ale suprafeţei în origine. Aceste raze se aleg astfel 
ncât curbura să fie maximă şi minimă pentru toate punctele posibile în secţiunea transversală a 
rofilului. 
acă secţiunea transversală este simetrică, atunci există o singură rază principală. Similar, se scrie 
entru a doua suprafaţă: 



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+−= 2
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1
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2

2
2 y

''R2
1x

'R2
1z                (4.2.2.b) 

epararea între două suprafeţe este    h = z1 - z2 . 
n acelaşi sistem de axe  x, y  ⇒ CxyByAxh 22 ++=  
a o alegerea a axelor astfel încât  C = 0, 

2222 y
''R2

1x
'R2

1ByAxh +=+=        (4.2.3) 

nde A şi B sunt constanţe pozitive,  R'  şi   R''  sunt definite ca raze principale relative de curbură. 
acă axele principale de curbură ale fiecărei suprafeţe x1 şi x2 sunt înclinate cu unghiul α,   ⇒  
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 Legătura între  α  şi  β  este astfel încât C = 0. 
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Se introduce raza echivalentă 

 
E
 P
4
A
 
se
( ) ( ) 2/12/1
e AB

2
1''R'RR −==   ; 

( ) ( ) b/a''R/'RA/B 2/12/1 == = raportul semi-axelor elipsei de 
contact. 
 

 

xemple:  
entru doi cilindri cu aceeaşi rază R (R'1 = R = R'2,     R''1 = R''2 = ∞)  şi încrucişaţi cu unghiul α = 

5o ⇒       R/1BA =+      şi      ( )RAB 2/1=−       şi  
( ) )2/(2/11 R−=   şi  ( ) )2/(2/11 RB +=  ; R' = 1/(2A) = 3,42 R  şi  R'' =1/(2B) = 0,585 R. 

Raza echivalentă   ( ) ( ) 41,2/,2''' 2/12/1 === ABRRRRe . Acesta este raportul dintre 
miaxa mare şi semiaxa mică a elipsei,  fig. 4.2.1(a). 

 Sub 
sarcină normală 

de compresiune 
"punctul" de 
contact se 
transformă în 
arie. Dacă cele 
două corpuri 
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sunt solide de revoluţie şi  R'1 = R''2 = R1, R'1 = R''2 = R1, 
 

R'2 = R''2 = R2  ⇒ A = B = ⇒







+

21 R
1

R
1

2
1  contactul circular centrat în 0. 

Doi cilindri cu razele  R1  şi  R2 şi cu axele paralele în lungul axei  y,  R'1 = R1, R'1 = ∞,   R'2 = R2,   
R''2 = ∞    şi    α = 0,   R''2 = ∞   şi   α = 0,    astfel că  

( ),R/1R/1
2
1A 21 +=   B = 0. 

Pentru doi cilindri cu axele perpendiculare  R'1 = R,    R''1 =  ∞,    R'2 = R,   
R''2 = ∞ ,   α = π/2   ⇒   A = B = (R/2)-1  ⇒ cerc de contact la fel ca la sfere de aceeaşi rază  R  în 
contact cu un plan  (R'2 = R''2 = ∞). 
Se consideră acum deformaţia sub forţa normală  P. Două solide cu curburile generale (alese 
convexe pentru convenienţă) - fig. 4.2.2 . Înainte de deformaţie, între două puncte ale suprafeţei  S1 
(x1y1z1)  şi S2 (x1y1z2) există h dat de 4.2.3. După deformare, punctele   S1  şi   S2   coincid, astfel  că 
  

 
212z1z huu δ+δ=++               

d
î
c
H

c

R

(4.2.6) 
Deformaţiile  1zu   şi  2zu   se consideră pozitive în 
interiorul fiecărui corp. 
Scriind  δ = δ1 + δ2 şi utilizând  (4.1.3) ⇒ 

22
2z1z ByAxhuu −−δ=−δ=+   (4.2.7) 

unde x şi y sunt coordonate comune punctelor  S1  şi  S2  
proiectate pe planul  
x - y. 
Dacă S1  şi  S2  sunt în afara contactului  

22
2z1z ByAxuu −−δ>+               (4.2.8) 

Pentru rezolvarea problemei, este necesar să se afle 
istribuţia de presiuni între cele două corpuri pe suprafaţa de contact, astfel ca deplasările normale 
n zona de contact să satisfacă condiţiile (4.2.7) şi inecuaţia (4.2.8) pentru zona din afara 
ontactului. 
ertz a propus ipotezele: 

- suprafaţa de contact este eliptică - observaţie experimentală pentru interfranjurile de 
lumină; 

- frecarea corp este un semispaţiu elastic; 
- zona de contact este mică şi plană eliptică (elasticitate liniară); 
- în zona de contact nu există frecare, ci numai presiuni normale. 
Tracţiunea normală este paralelă cu axa  0z  şi tensiunile tangenţiale ce apar ca urmare a 

elor normale acţionază în planul x - y. 
Notând cu  a   dimensiunea ariei de contact, raza de curbură relativă  R , razele semnificative 

1 şi R2  pentru cele două corpuri şi lungimea  l , ipotezele lui Hertz sunt: 
1. suprafeţele sunt continue şi non-conforme:   a < < R ; 
2. deformaţiile sunt mici:   a < < R ; 
3. fiecare solid poate fi considerat semispaţiu elastic:   a < < R1,2    a < < l ; 
4. suprafaţa fără frecare :   q x = q y = 0. 
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Problema de elasticitate poate fi acum formulată: distribuţia presiunii p (x, y) acţionează pe aria S a 
suprafeţei celor două semispaţii elastice, care va produce deformaţii normale ale suprafeţelor  1zu   
şi  2zu , care satisfac ecuaţia (4.2.7) în interiorul S şi (4.2.8) în afara lui S. 

 
4.2.2. Teoria lui Hertz pentru contactul elastic 
 
a) Solide de revoluţie 
Iniţial, un caz simplu al solidului la revoluţie:   R'1 = R''1 = R1       şi    

R'2 = R''2 = R2.   Aria de contact va fi circulară, având raza a. 

 Din ecuaţia (4.2.4)  şi  (4.2.5)  este clar că  ( )21 R/1R/1
2
1BA +== .  

Condiţiile de frontieră pentru deplasările din interiorul contactului deduse din (4.2.7); se pot scrie: 
 

( ) 2
2z1z rR2/1uu −δ=+             (4.2.9) 

 O distribuţie de presiuni care satisface această condiţie a fost propusă de Hertz 
( ){ } 2/12

o a/r1pp −=  
cu deplasarea normală: 

( ) ar,ra2
a4
p

E
1u 22o

2

z ≤−
π

⋅υ−=  

 Presiunea ce acţionează pe cel de-al doilea corp este egală cu aceea ce acţionează pe primul, 
scriind: 

2

2
2

1

2
1

E
1

E
1

E
1 υ−

+
υ−

=∗  

şi, substituind expresiile   1zu   şi  2zu   în (4.2.9) ⇒  

( ) ( ) 222o rR2/1ra2
aE4
p

−δ=−
π

∗      (4.2.10) 

 Pentru  r =0  ⇒  ∗π=δ E2/ap0     
⇒ 

r = R ⇒ ( ) 2220 R
R2
1Ra2

aE4
p

⋅−δ=−
π

∗             

 
∗π= E2/Rpa 0   şi   ∗π=δ E2/ap0       (4.2.11)    (4.2.12) 

 Dar      ( ) m0
2

m
2

0

a

0

p
3
2papap

3
2rdr2rpP =⇒π=π=π= ∫          (4.2.13) 

 Cunoscând: P, R şi E*  ⇒ 
3/1

E4
PR3a 






= ∗              (4.2.14) 
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 Înainte ca soluţiile (4.2.15) şi (4.2.16) să fie acceptate ca unice, se verifică (4.2.7), dar 
trebuie să se verifice şi (4.2.8). 
 Substituind soluţia generală: 
 

( ) ( ) ( )( ){ }2/12221220
2

z r/a1r/aRr/asinra2
a2

P
E

1u −+−×⋅υ−−= − ,         r ≥ a 

şi, utilizând (4.2.11), poate fi verificat că distribuţia hertziană a presiunii nu este valabilă pentru 
exteriorul cercului  r = a. 
 La o întrebare  asupra unicităţii soluţiei distribuţiei de presiune se răspunde prin faptul că 
această distribuţie produce o deplasare uniformă în interiorul cercului de contact. 

( ){ } 2/12
0 a/r1'pp

−
−=  

 Fiecare presiune poate fi adăugată sau scăzută presiunii hertziene, astfel că satisface condiţia 
deplasării (4.2.9). Totuşi, presiunea tinde către ∝  în imediata apropiere a zonei încărcate, în maniera 
penetratorului rigid. 
 Deci, cele două corpuri elastice, având profilele continui nu pot dezvolta presiuni în afara 
zonei cercului  r = a. Pe de altă parte, dacă distribuţia de presiuni   

( ){ } 2/12
0 a/r1'pp

−
−=  s-ar scade din  presiunea hertziană, tracţiunea normală în interiorul zonei ar fi 

de întindere şi de amplitudine ∞. În absenţa adeziunii între cele două suprafeţe, suprafeţele nu pot 
susţine tensiuni, astfel că ambele tracţiuni pozitive şi negative sunt excluse. 
Deci, singura distribuţie care satisface (4.2.9) este distribuţia Hertz şi reprezintă soluţia unică a 
problemei. 
 Tensiunile în interiorul celor două solide, determinate de distribuţia de presiuni, au 
expresiile (4.2.17) şi (4.2.18) şi sunt pretzentate în fig. 4.2.3.  
 
-în interiorul suprafeţei de contact 

 ( ) ( ){ } ( ) 2/1222/32222
0r a/r1a/r11r/a

3
21p/ −−−−υ−=σ  

( ) ( ){ } ( ) 2/1222/32222
0 a/r12a/r11r/a

3
21p/ −υ−−−υ−=σθ       (4.2.17) 

( ) 2/122
0z a/r1p/ −=σ  

şi în exteriorul suprafeţei de contact  

 

( ) 22
00r r3/a21p/p/ υ−=σ−=σ θ                      

(4.2.18) 
 
Toate tensiunile sunt de compresiune, cu excepţia 
celor de pe muchia de contact la care tensiunile 
radiale au valoarea maximă (1 - 2υ) p0 / 3. Aceasta 
este cea mai mare tensiune de întindere şi este 
determinat pentru fisurarea materialelor casante, când 
sunt presate în interiorul contactului. În centru, 
tensiunea radială este de compresiune şi are valoare 
(1 + 2υ) p0 / 2. Pentru materialele incompresibile (υ = 
0,5), tensiunea în centru este hidrostatică.În afara 
ariei de contact, tensiunile radiale şi circumferenţiale 

 
Fig. 4.2.3
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sunt egale ca mărime şi sunt de întindere şi compresiune (ec. 4.2.4). 
 Expresiile pentru tensiunile de sub suprafaţă în lungul axei z sunt date de ecuaţia (4.2.19) 

( ) ( ) ( ){ } ( ) 1221

00

r a/z1
2
1z/atana/z11

pp
−−θ ++−υ+−=

σ
=

σ
   (4.2.19.a) 

( )[ ]122

00

z a/z1
pp

−θ +=
σ

=
σ

     (4.2.19.b) 

 Ele sunt tensiuni principale şi tensiunea tangenţială principală 





 σ−σ=τ zr1 2

1  are 

valoarea 0,31 p0 la adâncimea 0,48 a (pentru υ = 0,3). Aceasta este tensiunea tangenţială maximă şi 

depăşeşte tensiunea tangenţială pe muchia de contact  0r p13,0
2
1 =σ−σ=τ θ . 

Condiţiile de plasticitate  se iniţiază de sub suprafaţă.Acest aspect se va analiza în paragraful 
următor. 
 
 b) Profile generale 
 
În cazul general, când separarea este dată de (4.2.3), forma suprafeţei de contact nu este cunoscută 
cu certitudine în avans. 
Se consideră, prin urmare, că S are formă eliptică de semiaxe  a  şi  b. 
Hertz a considerat problema elasticităţii prin analogie cu potenţialul electrostatic. El a notat că o 
sarcină, a cărei intensitate este dispusă într-o regiune eliptică a suprafeţei conductorului, variază cu 
ordonata unui semielipsoid, produce o variaţie a potenţialului după o suprafaţă parabolică. 
Prin analogie, distribuţia de presiuni este data de ecuaţia  
 

( ) ( ){ } 2/122
0 b/ya/x1pp −−=  

şi produce deplasări în interiorul elipsei date de ecuaţia: 

( )22
21 NyMxL

E
uz −−

π
υ−=  

Pentru ambele corpuri, 
 

( ) ∗π−−=+ E/NyMxL  uu 22
2z1z                  (4.2.25) 

 
care satisfac condiţia (4.2.7):    22

2z1z ByAxuu −−δ=+   
 
cu    ( )( ) ( ) ( ){ }eEeKae/bE/pE/MA −=π= ∗∗ 22

0     (4.2.26.a) 
       ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }eKeEb/aae/bE/pE/NB −=π= ∗∗ 2222

0          (4.2.26.b) 
( ) ( )ebKE/pE/L ∗∗ =π=δ 0           (4.2.26.c) 

unde  E(e)  şi  K(e) sunt integrale eliptice de argument 
( ) 2/122 a/b1e −= ,   b > a 

Distribuţia de presiuni este semi-elipsoidală şi de volum cunoscut al elipsoidei 
( ) abpabp3/2P m0 π=π=       (4.2.27) 

cu  pm = (2/3)p0 - presiune medie. 
 
Pentru definirea formei şi mărimea elipsei de contact, se poate scrie: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )eEeK

eKeEb/a
''r
'R

A
B 2

−
−=






=       (4.2.28) 

 

şi ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }[ ] 2/12
22

0
e

2/12/1 eEeKeKeEb/a
ea
b

E
p

R''R'R/1
2
1AB −−⋅=== ∗ (4.2.29) 

 Se scrie  c = (ab)1/2 şi, înlocuind pentru p0 (4.2.27) în (4.2.29) , rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }[ ] 2/122/3
2

c2/33 eEeKeKeEb/aa/b
e
4

E4
PR3

abc −−×
π

⋅





== ∗  

şi   ( ) ( )eF
E4

PR3
abc 1

3/1
e2/1 





== ∗                 (4.2.30) 

 Din (4.2.26.c)   şi   (4.2.27) rezultă: 

( ) ( )eF
RE16

P9ebK
abE2
P3

2

3/1

e
2

2









=

π
=δ ∗∗       (4.2.31) 

şi         ( ){ } 3/2
1

3/1

2
e

3

2

0 eF
R

PE6
ab2
P3p −

∗









ππ

=         (4.2.32) 

 Excentricitatea elipsei de contact este independentă de sarcină şi depinde numai de raportul 
curburilor R'/R'', dată de ecuaţia (4.2.28). 
Se verifică  inegalitatea      22

2z1z ByAxuu −−δ>+ . 
 Dacă  a  şi  b  sunt semiaxele în direcţia  x  şi  y  cu a > b, în centrul suprafeţei de contact. 

( ) ( ){ }babpx +υ−+υ−=σ 2120         (4.2.34.a) 
( ) ( ){ }baapy +υ−+υ−=σ 2120         (4.2.34.b) 

 Pe muchia de contact a semiaxelor,  x = ± a,  y = 0  ⇒ 
   

( )






 −υ−=σ−=σ − 1121 1

20 etanh
eae

bpyx         (4.2.35.a) 

şi  la   x = 0,  y = ± b. 

( )














−υ−=σ−=σ −

b
eatan

ae
b1

ae
b21p 1

20xy       (4.2.35.b) 

 
                             
   Tensiunea tangenţială maximă 
 

b/a 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
z/b 0,785 0,745 0,665 0,590 0,530 0,480 
(τ1)max/p0 0,300 0,322 0,325 0,323 0,317 0,310 

 
 c) Contactul bidimensional al corpurilor cilindrice 
Două corpuri cilindrice au axele paralele cu axa  y şi sunt încărcate cu sarcina pe unitatea de 
lungime  P. 
Hertz a considerat acest caz ca limită a contactului eliptic, atunci când  b  este incomparabil mai 
mare decât  a. 
O alternativă este de a considera semispaţiul elastic pentru încărcare liniară. 
 Ecuaţia (4.2.3) devine: 
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( ) ( ) 22
21

2
21 xR/1

2
1xR/1R/1

2
1Axzzh =+==+=            (4.2.36) 

cu 1/R = 1/R1 + 1/R2. Pentru punctele din interiorul contactului, ecuaţia (4.2.7): 
( ) 22

2z1z xR/12/1Axuu −δ=−δ=+     (4.2.37) 
şi pentru punctele exterioare: 

( ) 2
2z1z xR/12/1uu −δ>+      (4.2.38) 

 Din (4.2.37),  prin diferenţiere  ⇒  

( )xR/1
x

u
x

u 2z1z −=
∂

∂+
∂

∂        (4.2.39) 

 Din teoria elasticităţii  
( ) ( ) ( )( ) ( )xq

E
121ds

sx
sp

E
12

x
u a

b

2
z υ+υ−+

−π
υ−−=

∂
∂

∫
−

   

pentru p(x) care acţionează în zona  - a ≤ x ≤ a. 
 Presiunea  p(x) este aceeaşi pentru fiecare suprafaţă, astfel că: 

( ) ds
sx

sp
E
2

x
u

x
u a

a

2z1z ∫
−

∗ −π
−=

∂
∂

+
∂

∂
  

 Substituind în (4.2.39) ⇒ 
( ) x

R2
Eds

sx
spa

a

∗

−

π=
−∫        (4.2.40) 

Această ecuaţie integrală, pentru o presiune  p(x)  necunoscută, este de tipul  
( ) ( )xgds

sx
sFa

b

=
−∫

−

,          în care g (x) este polinominală de ordinul 1   ( x
R2
E ∗π ). 

Soluţia este de forma 
( )

( )( ) n
a

b

BxnEds
sx

sp 1
12 2

+
υ−

π=
−∫

−

 

pentru   n = 1  ⇒ ( ) R2
EBx2

12
E

2

∗π=⋅
υ−

π ;  deci 

( )2/1a/xII 22
1n −π==  

Deci 
 

( ) ( ) ( ) 2/1222/122

22

xa
P

xa
2/ax

R2
Exp

−π
+

−π
−⋅π−=

∗

     (4.2.41) 

Expresia pentru presiune nu este unic definită până ce semilăţimea a nu este cunoscută ca funcţie de 
forţa normală P. Iniţial, se notează că presiunea trebuie să fie pozitivă de la un capăt la altul al 
contactului, pentru care: 

R4/EaP 2 ∗π≥  
Dacă P depăşeşte R4/Ea 2 ∗π înseamnă că presiunea creşte la ∞ pentru x = ± a. Semispaţiul elastic 
poate fi considerat încărcat prin distribuţia de forma 
 p0 (1 - x2/a2)-1/2 . 
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Gradientul suprafeţei în afara zonei încărcare este ∞, deci nu este consistent cu problema pusă în 
discuţie prin (4.2.38). 

 
     Deci, trebuie ca  R4/EaP 2 ∗π=     şi 

u

 
e
 
n
 

 

 
 

d
 
A
d
V
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

                       ∗π
=

E
PR4a 2         (4.2.43) 

     Deci,   ( ) ( ) 2/122
2 xa

a
P2xp −

π
=         (4.2.44) 

     Presiunea maximă 

               
2/1

m0 R
PEp4

a
P2p 








π

=
π

=
π

=
∗

     (4.2.45) 

      Fig. 4.2.4 

nde   0m p
4

p π=   - presiune medie. 

Tensiunile în interiorul ceor două solide pot fi determinate substituind presiunea (4.244) în 
cuaţiile generale ale elasticităţii. 

Pe interfaţa de contact, ( )xpyx −=σ=σ   şi în afara regiunii de contact toate tensiunile sunt 
ule. 

Prin integrare în lungul axei  z ⇒ 

( )( ){ }z2zaz2a
a

p 2/122220
x −++−=σ −      (4.2.46.a) 

( ) 2/122
0z zaap −+−=σ                 (4.2.46.b) 

Acestea sunt tensiuni principale, astfel că tensiunea tangenţială principală este: 

( ){ }2/1222
01 zazzap −−−=τ  

 
e la care  ( ) 0max1 p30,0=τ       la   z = zo = 0,78 a     (4.2.47) 

ceste tensiuni sunt independente de coeficeintul Poisson; pentru starea plană de deformaţie, cea 
e-a treia tensiune ( )yxy σ+συ=σ . 
ariaţia tensiunilor σx1, σz şi τ1 din  (4.2.46) sunt prezentate în fig. 4.2.5. 
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     Fig. 4.2.5 (a) - Tensiunile de sub suprafaţă în lungul axei de simetrie 
              (b) tensiunile principale  τ1/p0 
 Mc Ewen (1949) a obţinut tensiunile într-un punct (x, z) în termenii  m  şi  n  definiţi prin: 

( ){ } ( )






 +−+++−= 222
21

2222222 4
2
1 zxazxzxam

/
     (4.2.48.a) 

şi   ( ){ } ( )






 +−−++−= 222
21

2222222 4
2
1 zxazxzxan

/
        (4.2.48.b) 

unde semnele lui  m  şi  n  sunt aceleaşi cu cele ale lui  x  şi  y respectiv. 

 Drept care   








−







+
++−=σ z2

nm
nz1m

a
p

22

22
0

x         (4.2.49.a) 

     







+
+−−=σ 22

22
0

z nm
nz1m

a
p

  (4.2.49.b)       









+
−−=τ 22

22
0 1

nm
zmn

a
p

xz                            (4.2.49.c) 

  
4.2.3. Modelul cu fundaţie elastică (Winkler) 
 
Dificultăţile teoriei contactului elastic sunt determinate de faptul că deplasarea unui punct depinde 
de presiunea întregului contact ca fiind o funcţie integrală. 
Această dificultate este evitată dacă solidele pot fi modelate prin fundaţie elastică Winkler sau 
"saltea" decât prin modelul semispaţiului elastic. Acest model este ilustrat în fig. 4.2.7. 

          Fundaţia elastică, de grosime h, este rezemată 
pe o bază rigidă şi este comprimată de un penetrator 

rigid. 
Profilul penetratorului,  z (x, y), este considerat ca 
suma celor două profile ale corpului ce trebuie 
modelat, 

( ) ( ) ( )y,xzy,xzy,xz 21 +=          (4.2.50) 7 
Fig.4.2
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 Se neglijează tensiunea între elementele adiacente. Dacă peneraţia în origine este notată cu υ, 
deformaţiile elastice normale ale fundaţiei (saltelei) sunt: 
 

( ) ( )




≤δ
>δ−δ

=
z0
z,y,xz

y,xu z                             (4.2.51) 

 Presiunea de contact într-un punct depinde numai de deplasarea în acel punct: 
( ) ( ) ( )y,xuh/Ky,xp z=                  (4.2.52) 

unde K este modulul elastic al fundaţiei. 
 Pentru două corpuri cu profile curbe, având razele de curbură  R'  şi  R'' , 
z(x, y)  - ( ec. 4.2.3. 

2222 y
''R2

1x
'R2

1ByAxn +=+=  ) 

se poate scrie:     ( ) ( )''R2/y'R2/xu 22
z −−δ=        (4.2.53) 

în interiorul ariei de contact. deoarece 0u z =  în afara contactului, graniţa este elipsa de semiaxe  
( ) 2/1'R2a δ=    şi   ( ) 2/1''R2b δ= . 

Presiunea de contact, dată de (4.52), este: 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2222 b/ya/x1h/Ky,xp −−δ=        (4.2.54) 
care este un parabolid egal cu cel dat de Hertz. 
Prin integrare se deduce sarcina totală 

h2/abKP δπ=        (4.2.55) 
În cazul axial simetric   ( ) 2/1R2ba δ==       şi   

R
a

h
Ka

4
P

3







π=                    (4.2.56) 

Pentru cazul contactului bidimensional al cilindrilor coaxiali, din ec. (4.2.37), 

   ( ) 22
2z1z xR/1

2
1Axuu −δ=−δ=+  , 

       ( ) R/xaR/xuz 22 222 −=−δ=                   (4.2.57) 
astfel că,    ( ) ( )( )22 xaRh2/Kxp −=                   (4.2.58) 

şi sarcina         
R
a

h
Ka

3
2P

2







=                   (4.2.59) 

 Ecuaţiile  (4.2.56)  şi  (4.2.59) stabilesc legătura între sarcină şi lăţimea de contact. 
Comparând lăţimea cu cea dată de ecuaţiile lui Hertz  (4.2.22)  şi  (4.2.43), 

3/1

E4
PR3a 






= ∗ ,    

214 /

E
PRa 








π
= ∗ ,    

⇒     
a

E70,1
h
K ∗

=       şi       
a

E18,1
h
K ∗

=     

 Pentru a considera pe K a fi constanţă de material, este necesar de a menţine similaritate 
geometrică la creşterea grosimii fundaţiei (saltelei) în proporţie cu lăţimea de contact  a. 
 Alternativ, considerând că h este fixat, se cere  ca valoarea lui K să se reducă proporţional 
cu inversul lui  a. Este o consecinţă a naturii aproximative a soluţiei, în comparaţie cu soluţia lui 
Hertz. 
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 Dacă facem 
a

E35,1
h
K ∗

= , valoarea lui   a,  dată de  (4.2.56)  sau   (4.2.59) pentru o forţă P, 

nu are erori mai mari de 7% faţă de soluţia lui Hertz. Complianţa unui punct de contact nu este bine 
modelată. Datorită neglijării deplasării suprafeţei în afara zonei de contact, fundaţia model 
("saltea") dă:    δ = a2 / 2R, care este jumătate din cea dată de ecuaţia lui Hertz (ec. 4.2.23) 

3/1

2

22

RE16
P9

R
a









==δ ∗  

Dacă este mai importantă în aplicaţia particulară complianţa modelului, se poate lua  
a/E6,0h/K ∗= , lăţimea de contact  a  poate fi mărită cu factorul  2  . 

 Scopul modelului fundaţie ("saltea") este de a obţine o aproximaţie simplă a soluţiei 
complexe a semispaţiului elastic. De exemplu, contactul normal fără frecare a două corpuri de 
profile arbitrare ce nu pot fi reprezentate adecvat de razele lor de curbură, poate fi analizat uşor pe 
această cale. Aria de contact este determinată direct ca formă şi mărime prin profilele (x, y) şi 
penetraţia  δ. Distribuţia de presiuni este dată de (4.2.52), 

         ( ) ( ) ( )y,xuh/Ky,xp z= , 
şi corespondenţa cu sarcina se obţine prin însumarea directă a presiunii. Pentru o arie de contact a 
unei forme arbitrare reprezentate  prin valoarea  a, trebuie determinat raportul (K/h). 
 Modelul fundaţie ("saltea") este uşor de adaptat, pentru sarcina tangenţială şi pentru solidul 
vîscoelastic. 
 
 4.2.4. Contactul normal non-hertzian al corpurilor elastice 
 
 4.2.4.1. Condiţiile tensiunilor pe muchia de contact 
 
 S-a văzut în §.4.1, că atunci când două corpuri elastice non-conforme, având profilele 
continue, sunt presate în contact, distribuţia de presiuni între ele este unic determinată în interiorul 
ariei de contact. Două condiţii trebuie satisfăcute: 

1. pe interfaţă nu vor apărea tensiuni; 
2. suprafeţele nu interferează în afara zonei de contact. 

Aceste condiţii elimină termenii din distribuţia de presiuni de forma: 
( ) 2/122 a/x1c −−  

care duce tensiunile de tracţiune sau compresive la ∞ pe muchia de contact  x = ± a (vezi ecuaţia 
(4.2.41)), 

( ) ( ) ( ) 2/1222/122

22

xa
P

xa
2/ax

R2
Exp

−π
+

−π
−⋅π−=

∗

 . 

Se consideră ( ) 2/122
0 a/x1pp −= , distribuţie semi-elipsoidală, care face ca 

p = 0  pentru  x = ± a . 
 Dacă presiunea este realizată de încărcare liniară şi distribuţie uniformă tensiunile sunt 
f ite, dar gradientul suprafeţei este infinit pe muchia de contact  
 
 

( ) ( ) cxaxaxaxapuz +









 −−+



 ++−−=

222

lnln1 υ  
 
 
 
 

in
aaE  π
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Acest gradient infinit al suprafeţei este asociat cu saltul de presiune de la zero în exterior la valoarea  
p  în interior. Este clar că cele două suprafeţe, iniţial netede şi continue, nu se pot deforma pe 
această cale în afara zonei încărcate. 
Aceste observaţii conduc la un principiu important: distribuţia de presiuni între două corpuri 
elastice, ale căror profile sunt continue pe suprafaţa de margine a ariei de contact, scade continuu 
către zero la margine (principiu apreciat de Boussinesq). 
Exemplele sunt valabile atât pentru suprafeţele fără frecare dar şi pentru frecarea de alunecare la 
muchia de contact,  q = µp  şi, de asemenea, dacă frecarea este suficientă pentru a preveni 
alunecarea. 
 Dacă unul sau ambele corpuri au profilul discontinuu pe muchia contacului, situaţia este 
destul de diferită şi, în general, pe muchie apar concenraţii puternice de tensiuni. 
Pentru penetratorul fără frecare, distribuţia de presiuni are forma: 

( ) 2/122
0 a/x1p −−  

care, pentru distanţe mici ρ de unul din colţuri, poate fi scrisă: 
( ) 2/1

0 a/2p −ρ  
 Desigur, tensiuni infinite nu există în realitate. În primul rând, teoria elasticităţii liniare este 
valabilă numai pentru deformaţii mici şi, în al doilea rând, materialele reale se deformează plastic la 
tensiuni finite. 
 Condiţiile pe muchia de contact a penetratorului rigid cu semispaţiul elastic sunt influenţate 
de frecarea de pe faţa penetratorului şi de valorile coeficientului Poisson ale semispaţiului.  
 Aproape de colţ  (ρ = a - x << a), presiunea poate fi scrisă: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }ρηρ

ρ−π
υ−=ρ − /a2lncosa2
43

12p 2/1            (4.2.60) 

unde  ( ) ( )υ−π=η 43ln2/1 . 
 Această singularitate remarcabilă manifestă oscilaţii ale presiunii la colţul penetratorului  (ρ 
→ 0). 
 Pentru un semispaţiu incompresibil,  υ = 0,5   şi    η = 0 şi distribuţia de presiuni revine la 
cazul fără frecare. Se poate arăta că în absenţa frecării suprafaţa trebuie să alunece. Forma 
distribuţiei de presiuni pe muchia penetratorului poate fi obţinută din  

        ( ) ( )
( )

γ









−
+⋅

−π
γπ=

xa
xa

xa
cosPxp 2/122

,   unde  ( )
( )υ−µ

υ−=πγ
1
12ctg , 

( ) ( ) ( )( ) γ±ρρ
π

πγ=ρ /aacosPp 22      (4.2.61) 

Când   µ = 0   sau   υ = 0,5,   γ = 0   şi distribuţia de presiuni revine la forma fără frecare. 
Se analizează concentrarea de tensiuni produsă de penetratorul rigid cu colţuri drepte (fig. 4.2.8) 
(pană). 

Variaţia tensiunilor cu ρ închis în vâtful muchiei poate avea 
una din următoarele forme: 
1. ρs-1,  dacă  s  este real şi    0 < s < 1; 
2. ρξ-1 cos (η ln ρ)      sau      ρξ-1 sin (η ln ρ), 
dacă    s = ξ + iη   este complex şi   0 < ξ < 1; 
3. ln ρ; 
4. constant (inclusiv zero). 
 
 

  Fig. 4.2.8 
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depinzând de constantele elastice ale penei şi semispaţiului, unghiul penei şi condiţiile de recare de 
pe interfaţă. 
 Se definesc două constante elastice determinate de numai două variabile independente: 

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }2111

2211

G/1G/1
G/1G/1

υ−+υ−
υ−−υ−

≡α              (4.2.62 a) 

  

şi  
( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }2211

2211

G/1G/1
G/21G/21

2
1

υ−+υ−
υ−−υ−

≡β             (4.2.63 b) 

 
α - este o măsură a diferenţei modului redus   ( ){ } [ ]1;1;/1 2 −∈− αυ E  
  
               semispaţiu     pana este 

            rigid                  rigidă  
 
β are valorile extreme  ± 1/2 când unul dintre corpuri este rigid şi celălalt are υ = 0. 
 Dacă ambele corpuri sunt incompresibile  β = 0.  
În tabelul alăturat  sunt precizate câteva valori tipice ale constantelor elastice: 
 

Corp 
1 

Corp 
2 

G1 
GPa υ1 

G2 
GPa υ2 α β 

Cauciuc metal << G2 0,50 >> G1 - 1,00 0 
Perspex oţel 0,97 0,38 80 0,30 0,97 0,19 

      Sticlă oţel 22 0,50 80 0,30 0,57 0,21 
Duraluminiu oţel 28 0,32 80 0,30 0,61 0,12 

Fontă oţel 45 0,25 80 0,30 0,31 0,12 
Carbură de 

wolfram oţel 300 0,22 80 0,30 -0,54 -0,24 

 
 Când există alunecare între pană şi semispaţiu, tensiunile pe vârf pot fi de forma (a), (c) sau 
(d) definite înainte, dar valori complexe ale lui s, care conduc la variaţii ale tensiunilor. 
Pentru ca presiunea să fie finită în 0 - cazul (d) -  este necesar ca  
 

( ) ( )
( ) ( ) θ+µπ−φφ−π

φ−µπ−φφ+π≤α
sin1cos
sin1cos             (4.2.64) 

În afară de cazul că presiunea scade până la zero în 0 (fig. 4.2.8), tensiunea tangenţială σ în 
semispaţii are singularitate logaritmică  în 0 - cazul (c). Acesta este cazul presiunii uniforme: 
 
 
 
 
         
 
 
 
Dacă α excede partea d
depinzând de α, β, φ  şi 
reaptă a relaţiei (4.2.64), există legea puterii a singularităţii în punctul 0 cu  s 
 µ , pana deplasându-se în sensul pozitiv al axei x.     
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Pentru deplasarea în sensul opus al axei, valorile lui µ din (4.2.64) trebuie introduse cu semn 
negativ. 
 Concentrarea tensiunilor este redusă la deplasarea în sensul axei  x  şi ridicată la deplasarea 
în sens negativ. 
 
 4.2.4.2. Pana teşită şi conul 
 

 Pe muchiile penetratorului rigid cu colţuri drepte 
presiunea este infinită. Se consideră deformaţiile 

 
u
 

u
 
s

A
 

 
 

 
p

 

suficient de mici şi se poate aplica teoria elasticităţii 
liniare. Semiunghiul penei sau conului trebuie să fie mai 
mic de 90o.    
    Dacă se consideră pana bidimensională ca penetrator 
pentru suprafaţa plană şi lăţimea de contact (2a) mică, în 
comparaţie cu dimensiunile corpurilor, atunci se poate 
utiliza soluţia elastică a semiplanului pentru ambele 
corpuri (pană şi semispaţiu). 

   Deplasările normale sunt definite de profilul penei: 
xctguzz α−δ=+ 21 , - a < x < a     (4.2.65) 

Şi derivând: 
( ) α−=+ ctgxsign''u'u 2z1z ,             (4.2.65) 

nde  (sign x) = +1  sau  -1  când  x  este pozitiv şi - când  x  este negativ. 
Neglijând frecarea, presiunea normală acţionează pe suprafaţă şi se determină prin 

ubstituire în ecuaţia  
( ) ( ) ( )( ) ( )xq

E
121ds

sx
sp

E
12

x
u a

b

2
z υ+υ−+

−π
υ−−=

∂
∂

∫
−

 , 

                   ( ) ( ) α=
−π ∫

−
∗ ctgxsignds

sx
sp

E
2 a

a

            (4.2.66) 

ceasta ecuaţie integrală pentru  p(x) poate fi rezolvată ţinând seama că  
 

( ) ( ) ( ) ( ) =
−

−−
−

−=
−

−
∫∫ ∫
−−

0

a

2/122a

b

a

0

2/1222/122

sx
dssa

sx
dssa

sx
dsssignsa  

( ) ( )
( ) 











−−
−+−− 2/122

2/122
2/122

xaa
xaalnsaa2              (4.2.67) 

 
Astfel, ⇒ 

( ) ( )
( )
( ) ( ) 












−π
+













−−

−+−
−π

α=
∗

2/1222/122

2/122

2/122 xa
P

xaa
xaaln

xa
a2

2
ctgExp      (4.2.68) 

Dacă feţele netede ale penei se extind departe de muchia contactului, presiunea poate scădea 
ână la zero pe muchie şi evitarea tensiunilor sau interferenţa exterioară a contactului, 

P = aE* ctg α                  (4.2.69) 
Distribuţia de presiuni este 
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( ) ( )
( ) ( )x/ahcosctgE

xaa
xaaln

2
ctgExp 1

2/122

2/122
−

∗∗

π
α=













−−
−+

π
α=      (4.2.70) 

 În lungul axei z, componentele  σx  şi  σy  sunt tensiuni principale, astfel că 
 

( ) ( ) 2/122
yx1 zactgaE

2
1 −

∗

+α
π

=σ−σ=τ                (4.2.71) 

care are valoarea maximă dedesubtul vârfului 
( ) απ=τ ∗ ctg/Emax1  

 Pătrunderea conului în suprafaţa plană este similară penei: 

    ( ) ( ) ( )
( ) 











−−
−+α=α= ∗−∗

2/122

2/122
1

raa
raalnctgE

2
1r/ahcosctgE

2
1rp      (4.2.72) 

şi forţa totală     απ= ∗ ctgEa
2
1P 2 . 

 Tensiunea tangenţială de pe suprafaţă este: 

( ) ∞→υ+−=σ=σ θ 0r p21
2
1  

 Tensiunea tangenţială principală: 

  ( ) ( ) 1222
zr1 zactgaE

2
1

2
1 −∗ +α=σ−σ=τ        şi       α=τ ∗ ctgE

2
1

maxr  

 
  

4.2.4.3. Suprafeţe conforme 
 
Sub sarcină, aria de contact creşte rapid şi dimensiunile de contact devin comparabile cu cele ale 
corpurilor, astfel că relaţiile lui Hertz nu mai sunt valabile. 
Se consideră iniţial contactul corpurilor ale căror profile în regiunea de contact nu pot fi adecvat 
reprezentate prin polinom de ordinul doi dar, totuşi, pot fi considerate ca semispaţii pentru iniţierea 
calculului deformaţiilor elastice şi tensiunilor. 
Profilele sunt reprezentate prin polinom al cărui grad aproximativ este cerut. 
 Pentru contactul bidimensional 

KK ++++=+= n2
n

4
2

2
121 xAxAxAzzh               (4.2.73) 

şi pentru contacul axial simetric 
KK ++++= n2

n
4

2
2

1 rArArAh                (4.2.74) 
Substituind (4.2.73) sau (4.2.74) în (4.2.6), 

212z1z huu δ+δ=++ , 
se găseşte condiţia ce trebuie satisfăcută prin deplasările fiecărei suprafeţe în zona de contact. 
 Steuermann (1939) a determinat distribuţia de presiuni  pn(x)  şi  pn(r)  pentru profile de 
forma  Anx2n   şi   Anr2n  
 

( ) ( ) ( )
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n242
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2
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a
x

xa

aAE

xa

P
xp

2n2n2

2/122

n2
nn

2/122

n
n

K

K
K    (4.2.75) 

 Dacă profilele sunt netede şi continue, presiunile nu pot fi infinite la  x = ± a, pentru care se 
consideră 
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( )
n

naAEnp n
nn 242

12312
K

K

⋅
−⋅π= ∗   şi        (4.2.76) 

( ) ( )
( ) ( ) 2/122

4n22n2
2n2

nn xa
2n242
3n231

a
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2
1

a
xaAnExp −
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



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−−
−∗

K

K
K  (4.2.77) 

 Observaţie 
 Pentru  n = 1  ⇒ distribuţia după teoria lui Hertz 
n= mare ⇒  p(x) = maximă în centru. 
 Pentru problema axial simetrică 
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                     (4.2.78) 
 Compresiunea 

( )
n2

n aA
1n231

n242
−⋅

⋅=δ
K

K  

  
Exemple 

  
a) Contactul bidimensional al unui bolţ într-un alezaj (fig. 4.2.9) 
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Punctele celor două suprafeţe S1 şi S2 , care vin în contact în S, se deplasează elastic atât radial   ru    
cât şi tangenţial θu . 
Deoarece  ∆R  şi  δ sunt ambele mici în comparaţie cu  R1  şi  R2 , 

φ=− cosCOCSSO 22  
 

( ) ( ) ( ) φδ+∆=+−+ cosRuRuR 1r12r2  (4.2.79) 
 

sau       ( )φ−∆−φδ=− cos1Rcosuu 1r2r   (4.2.80) 
 

Când contactul se subîntinde  pe un unghi  ± α care nu este mic, expresia (4.2.80) diferă 
semnificativ de aproximaţia Hertz, dată de (4.2.37), 
 

( ) 22
21 1

2
1 xR/Axuu zz −δ=−δ=+ . 

  
Acum se cere să se determine distribuţia de presiuni normale (neglijând frecarea) care, acţionând în 
zona ± α, produce deformaţii în suprafaţa bolţului şi alezajului şi care satisfac condiţia (4,2.80) în 
intervalul  - α < φ < α. 
Problema a fost studiată de Persson (1964) care a folosit funcţiile de tensiuni apropiate de discul 
circular şi alezajul circular de lăţimea  ∞ (fig. 4.2.10). 
 

 
 
    Fig. 4.2.10 
 
 

Problema analogă - b) sfera fără frecare într-o cavitate (analizată de Goodman & Keer 
(1965) - utilizând metoda corespunzător corpurilor sferice)- Ei arată că contactul este mai mare cu 
până la 25% faţă de cel prezis cu teoria lui Hertz. 
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 4.2.4.4. Influenţa frecării interfaciale 
 
 Frecarea de pe suprafaţa de contact a două corpuri neconforme are rol important, în special 
pentru materialele cu constante elastice diferite. În zona alunecării 

pq µ=                              (4.2.81) 
cu direcţia opusă, direcţiei de alunecare. Pentru cazul bidimensional tracţiunea tangenţială 
acţionează paralel cu axa  x. În contactul axial simetric alunecarea este radială şi axial simetrică. 
Tensiunile şi deformaţiile introduse de tracţiunea tangenţială conduc la creşterea proporţională a 
zonei de contact şi la margini se stabileşte o corelaţie între alunecare şi aderenţă. 
 Dacă sarcina exterioară creşte şi mărimea zonei de contact creşte; punctele de contact 
împerecheate ale celor două suprafeţe, din afara zonei de adeziune, vor suferi deplasări tangenţiale 
diferite. Când sunt aduse în zona de adeziune încetează deplasarea relativă. 
 Fiecare pereche de puncte menţine deplasarea relativă tangenţială 2x1x uu −  şi deformaţia 
relativă  x/ux/u 2x1x ∂∂−∂∂  care a căpătat-o de la început. În această nouă stare, mărimea 
deformaţiei creşte direct proporţional cu  a, astfel că pentru două puncte de contact din zona de 
adeziune la distanţa  x de centru se poate scrie 

xC
x

u
x

u 2x1x =
∂

∂−
∂

∂    (4.2.82) 

unde  C  este o constantă ce se va determina. 
1) - Cazul contactului a doi cilindri cu axele paralele (lăţimea de contact 2a) - frecarea elimină 
alunecare - într-o zonă centrată caracterizată prin lăţimea 2c: 

- presiunea p(x) are distribuţie simetrică şi q(x) antisimetrică; 

- deplasările normale pe suprafaţă x
R
1

x
u

x
u 2z1z −=

∂
∂−

∂
∂   în afara contactului. 

Dar   ( ) ( ) ( )( ) ( )xq
E
121ds

sx
sp

E
12

x
u a

b

2
z υ+υ−+

−π
υ−−=

∂
∂

∫
−

  

 
Ţinând seama că tracţiunile sunt egale şi opuse  ⇒ 

( ) ( ) ,R2/xExqds
sx

spa

a

∗

−

π=πβ−
−∫  axa ≤≤−   (4.2.83)  

unde    1/R = 1/R1 + 1/R2    şi  β  este o măsură a diferenţei constantelor elastice 
( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ } 








υ−+υ−
υ−−υ−

=β
2211

2211

G/1G/21
G/21G/21

2
1  

 În regiunea de adeziune, 
( )( ) ( ) ( ) ( )ds

sx
sq

E
12xp

E
121

x
u a

b

2
x ∫

− −π
υ−−υ+υ−=

∂
∂

, 

şi introducând în condiţia non-slip (fără alunecare)  (4.2.82), rezultă  

( ) ( ) cx,xE
2
1

sx
dssqxp

a

a

≤επ−=
−

+πβ ∗

−
∫      (4.2.84)             

şi      pq µ≤                (4.2.85) 

Pentru regiunea de lunecare   axc,pq <<µ±=                (4.2.86) 
semnul lui q fiind determinat de sensul alunecării. 
Dacă (4.2.83) - (4.2.85) se împart la  a ⇒  (p/a),  (x/a) - mărimi adimensionale. 
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 Pentru distribuţie hertziană de presiuni, 

     ( ) ( ) 2/122
2 xa

a
P2xp −

π
=  
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P2p 0
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xq   (4.2.87) 

 
Dacă se analizează raportul  q(x) / p(x) se observă pe muchia de contact raportul  
  → ∞   şi  alunecarea este inevitabilă. 
Zona centrală fără lunecare,  - c ≤ x ≤ c, pentru materiale identice 

( ) ( ) ( ) ( )µυ−υ−= 12/21a/cK/a/c'K  
unde  K (c/a)  - integrala eliptică completă;   K' (c/a) = K (1 - c2/a2)1/2 

  Pentru materiale diferite 

( ) ( ) ( )
( )µυ−

βυ−=
12

221a/cK/a/c'K  (curba A)       (4.2.88) 
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)a/c(K) '
µ
β=                                                                                  (4.2.90) 

 

 
 
A) - fără lunecare (ec. 4.2.87) 
B) - alunecare parţială µ/β = 0,99  
        c = 0,7 a 
C) - fără lunecare (ec. 4.2.88) 
D) - lunecare parţială µ/p = 0,6  c = 0,7 a 
        Linia punctată  µp / βp0. 
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Mossakovski (1963) şi Spence (1968, 1979) au arătat că frecarea poate creşte încărcarea de contact 
cu cel mult 5% în comparaţie cu încărcarea hertziană, în funcţie de β (β are valoarea maximă de 0,5 
şi, practic, β ≤ 0,2). 
În cazul contactului liniar, fără alunecare, tracţiunea  q(x) (4.2.81) duce la creşterea tensiunilor pe 
muchia de contact la 

( ) ( ) 0xx p2aa β−=σ=−σ ,   (4.2.91) 
compresiuni pentru suprafaţa deformabilă şi tracţiune pentru cea rigidă. Alunecarea duce la 
reducerea tensiunilor. Dacă alunecarea este completă    pq µ= , 

( ) ( ) ( ) 0xx p/4aa µπ−=σ=−σ    (4.2.92) 
În realitate, alunecarea există numai pentru  x > c , astfel că (4.2.92) se consideră valabilă pentru c / 
a < 0,7  când    µ / β < 1,0. 
Pentru cazul axial -simetric, tensiunea radială (σr) creşte, astfel că pentru r = a şi fără alunecare 

( ) ( ) 0r p16,01515,1a βυ−−=σ     (4.2.93) 
Dacă alunecarea este completă 
 

( ) ( ) 0r p23,01185,1a µυ−−=σ     (4.2.94) 
Relaţia (4.2.95) este o aproximaţie bună dacă c / a < 0,7 când µ / β < 0,66. 
În cazul axial-simetric, dacă presiunea normală este aceeaşi, tensiunea radială la marginea 

contactului are o valoare ce atinge maximul   ( ) 0p21
3
1 υ−   la   r =a  şi descreşte cu  r2 

( ) 22
00r r3/a21p/p/ υ−=σ−=σ θ     . 

 
 4.2.5. Adeziunea între corpurile elastice 
 
 La nivel atomic sau molecular, între cele două suprafeţe ideale au loc forţe de atracţie şi 
repulsie, echilibrul având loc la o distanţă  z0 . 
 

    Pentru   z < z0   atomii se resping şi pentru  z > z0  se 
atrag. 
    Variaţia forţei pe unitatea de arie în funcţie de  z  poate 
fi scrisă sub forma ( ) nm,BzAzzp mn f−− +−=          
(4.2.95) 
   În zona  z > z0 apar deci forţe de adeziune. Este dificilă 
măsurraea acestor forţe. Se apreciază ca o măsură a 
lucrului mecanic (2γ) de a separa suprafeţele de la  z = z0   
la   z = ∞ şi descrie energia de suptafaţă de a se creea 
suprafeţe libere. Dacă cele două solide sunt diferite, 
energia de separare va fi : 

1221 2γ−γ+γ  
unde γ1  şi  γ2  sunt energiile intrinseci ale celor două 
solide şi  γ12 energia interfeţei. 

Pentru suprafeţe contaminate cu film, adeziunea solidelor nu se observă în mod uzual. 
Înălţimea rugozităţilor este mare în comparaţie cu raza de acţiune a forţelor de adeziune. Dar, în 
zona reală de contact se dezvoltă adeziuni şi care progresiv se desfac. Excepţie de la această stare o 
constituie "mica" care are o suprafaţă atomică netedă şi solidele cu modul de elasticitate redus 
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(gelatina sau cauciucul) care se pot adapta la rugozităţile suprafeţei. În aceste circumstanţe, aria 
reală a contactului este egală cu aria aparentă. 
 Se analizează efectul forţei de adeziune în absenţa rugozităţilor pentru două solide 
neconforme axial-simetrice şi care fac contactul pe aria circulară de rază a. 
 Deplasările normale elastice satisfac ecuaţia: 

R2/ruu 2
2z1z −δ=+  

( ) ( )R2/rzzuu 2
212z1z −δ=+−δ=+    (5.38) 

2
1

2
11 y1x1z +=      (4.2.96) 

d

s

C

S

c

r

11 ''R2'R2
analog z2 

21 R
1

R
1

R
1 +=⇒  

                
               h = z1 - z2 

  
       Condiţia (4.2.96) este satisfăcută de o distribuţie 

e presiuni de forma  
( ) ( ) ( ) 2/1221

0
2/122

0 a/r1pa/r1prp −+−= (4.2.97) 
unde  R/aE2p0 π= ∗ . 
      O valoare pozitivă a lui  p0 se respinge deoarece pentru  r = a  

δ

conduce la o valoare infinită a presiunii  p, ceea ce ar face ca 
suprafeţele să interfere în afara zonei de contact; o valoare negativă a 
lui p'0 se respinge deoarece zona de contact preia numai compresiuni 
(corpurile sunt în contact). 
În prezenţa forţelor de adeziune (atracţie), nu se poate exclude 
posibilitatea ca p'0  să fie negativă. Prin considerarea lucrului mecanic 
de compresiune, dat de presiunea  p(r), energia elastică de deformaţie 

tocată în corpurile elastice va fi : 

        ( ) 



 ++π=+π= ∗∫ 2

000
2
0

32a

0
2z1zE 'p'pp

3
2p

15
2

E
apdruur2U  (4.2.98) 

ompresiunea totală   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
00

0'
0

2

2
2

1

2
1

p2z1zp2z1z p2p
*E2

a
*E2

ap
ap

E
1

E
1

uuuu
0

'
0

+π=
π

+






 ν−π
+

ν−π
=+++=  

           (4.2.99) 
e consideră variaţia energiei deformaţiei cu raza de contact menţionând deplasarea relativă totală a 

elor două corpuri δ, constantă. Cu 
R2
*aEpo = , rezultă: 









++π= 2'

o
'
o2

2232

E pp
R2
*aE

3
2

R4
*Ea

15
2

*E
aU  

ezultă   2'
o

22
E p

*E
a

a
U π=





∂
∂

δ

. 
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Deoarece δ este menţinut constant şi nu se produce lucru mecanic, la echilibru 0
a

U E =
∂

∂ , rezultă 

0p '
o = , identic ca în teoria lui Hertz. 

Dar forţele adezive introduc o energie de suprafaţă US care descreşte când suprafeţele intră 
în contact şi creşte când se separă. Se poate scrie 

2
S a2U γπ−=  

unde γ este energia pe unitatea de arie a fiecărei suprafeţe. Energia totală liberă a sistemului este 

La echilibru 
δ






∂
∂

a
UT  se neglijează, astfel că: 

 

a4
a

U
p

*E
a S2'

o

22

πγ=
∂

∂
−=π  

şi  
2/1

'
o a

*E4p 







π
γ−=       (4.2.100) 

unde  semnul minus arată că este tensiune de comrpesiune. 
Pentru r=a se exclude această presiune. 
Condiţia de echilibru mecanic 

∫ π





 +=π=

a

0

2'
oo ap2p

3
2dr)r(rp2P . 

Substituind pentru po, 





 =

R2
*aEpo şi 


















π
γ−=

2/1

o
'
o a

*E4p,p , rezultă 

3
23

a*E16
R3

a*E4P πγ=







−  

    

A
c

s

 (4.2.101) 
Relaţia (4.2.101) se prezintă în 

fig. 4.2.11în comparaţie cu rezultatele 
experimentale utilizând sfere din 
gelatină în contact cu "perspex". 

Când corpurile sunt încărcate 
prin comrpesiune (încărcare pozitivă) 
forţa de adeziune atrage corpurile în 
contact astfel că aria de contact 
depăşeşte pe acea dată de teoria lui 
Hertz. 

Reducând sarcina la zero, suprafeţele aderă cu o rază dată de punctul C (fig.4.2.11). 
plicarea  unei tracţiuni (negativă) determină reducerea din nou a razei de contact. În punctul B, 

ând 
R3PP c πγ−=−=                         (4.2.102) 

şi          
3/12

c *E4
R9aa 







 γ== ,                        (4.2.103) 

ituaţia devine instabilă şi suprafeţele se separă. 
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Forţa Pc (4.2.102) se numeşte "forţa de adeziune". Contactul adeziv este stabil în punctul A, 
în celelalte puncte joncţiunile adezive se rup. 

2/3
cc

3
a

a,
9
P5

P =−=  

Tracţiunea dată de (4.2.97),  

2

2

'
o

2

2

o

a
r1

p
a
r1pp

−

+−= , şi curbura suprafeţei deformate, 

( )

( ) ,
r
a1

r
ar

r
aarcsinra2

a2
p

E
1)r(U

,
a
rarcsinap

E
12)r(U

2/1

2

2
222o

2

z

'
o

2

z





















−+−ν−−=

ν−=

 

sunt prezentate în fig.4.2.12    pentru o sferă 
elastică în contact cu o suprafaţă plană 

s

p

t

rigidă. Aceasta este o tensiune de tracţiune 
infinită şi profilul deformat are loc pe 
suprafaţa plană la r = a. În realitate tensiunile 
nu pot fi infinite, nici colţurile nu sunt 
perfecte, dar există tensiunile de tracţiune pe 
suprafaţă care separă corpurile. 
Deplasările elastice sunt mari, astfel că se 
poate compara cu teoria liniară elastică a 
ruperii prin fisuri ale lui Griffith. Într-adevăr, 
chiar discontinuitatea în zona de colţ poate fi 

ursa de deschidere a fisurii. 
Maugis, Greenwood şi Johnson au utilizat conceptul de "factor de intensitate a tensiunilor" 

entru analiza ruperii solidelor elastice şi vâscoelastice. 
 
4.2.6. Contactul corpurilor cilindrice 
 
Compresiunea elastică a corpurilor bidimensionale nu poate fi calculată numai pe baza 

ensiunilor de contact date de teoria lui Hertz. 
Sarcina de compesiune pe unitatea de 

lungime P dă o distribuţie hertziană de presiuni în 

punctul O1 

2/1

2
1

2

1 a
x1

a
P2p 








−

π
=   (4.2.105) 

şi semilăţimea de contact 

*
1

2
1 E

PR4a
π

= ,         (4.2.106) 

unde *
1E  este modulul de elasticitate redus al rolei şi 

corpului 1. 
Distribuţia de tensiuni într-un cilindru acţionat 
diametral opus de sarcini concentrate a fost dedusă 
de Timoshenko şi Goodier (1981). Se suprapun 
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efectele câmpurilor de tensiuni a două forţe concentrate P ce acţionează în planele tangente la două 
semispaţii în punctele O1 şi O2, împreună cu tensiunea biaxială uniformă: 

R
P

zx π
=σ=σ       (4.2.106) 

Deoarce a<<R , se consideră cilindrul încărcat diametral opus de (4.2.104). 
Se cere componenta radială a deformaţiilor εz în punctul A pe axa simetrie între O1 şi C. 
Starea de tensiuni din A se compun din 3 componente: 

i) tensiunile date de distribuţia hertziană din O1 - 
2/1

2

2

1 a
x1

a
P2p 








−

π
= ; 

ii) tensiunile date de presiunea din O2, care este situată la distanţă mare faţă de A şi care 
poate fi considerată ca dată de o forţă concentrată P: 

( ) ( ) ( )222

2

x222

3

z222

2

x
zx

xzP2;
zx

zP2;
zx
zxP2

+π
−=τ

+π
−=σ

+π
−=σ . 

iii) tensiuni biaxiale date de (4.2.106). 
Adunând, rezultă în A: 

( )
( ) 











+
+

+
−

π
=σ 2

1
2/122

1
2
1

22
1

x a
z4

zaa

z2a2
R
1P               (4.2.107a) 

 













+
−

−
−

π
=σ 2/122

1
z )za(

2
zR2

2
R
1P               (4.2.107b) 

În starea plană de deformaţii 
( ) ))1/((

E
1

xz

2

z ν−νσ−σν−=ε  

Compresiunea semispaţiului superior al cilindrului O1C se obţine prin integrare εz de la z=0 
la z=R (a<<R) şi rezultă 









−
π

ν−=δ 1
a
R4ln2

E
1P

1

2

1       (4.2.108) 

Similar pentru compresiunea semispaţiului inferior rezultă compresiunea totală: 









−+
π

ν−=δ 1
a
R4ln

a
R4ln

E
1P2

21

2
     (4.2.109) 

Pentru comparaţie, se calculează compresiunea semispaţiului relativ la o distanţă d de 
centrul distribuţiei hertziene şi rezultă 









ν−
ν−

π
ν−=δ

1a
d2ln2

E
1P

2
      (4.2.110) 

Dacă în (4.2.108) se pune d = R, compresiunea adevărată dată (4.2.108) este mai mare cu 
10% decât cea dată de (4.2.110). Când unul dintre corpuri este rugos cu grosimea t, se obţine o 
aproximaţie rezonabilă cu relaţia (4.2.110) punând d=t (t>>a). O altă trăsătură importantă a 
corpurilor cilindrice dedusă în afara teoriei lui Hertz se referă la faptul că cilindrii reali au lungime 
finită şi că la margini există concentratori puternici de tensiuni. Pentru proiectarea lagărelor cu 
rostogolire, de exemplu, profilul axial al rolelor se modifică pentru eliminarea concentrării de 
tensiuni de la capete. 
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Rezultă următoarele posibilităţi: 
 

 
Cazul a) - ambele corpuri au aceeaşi secţiune plană transversală. 

Pe secţiunile transversale acţuionează tensiunile axiale de compresiune σy=ν(σx+σz) şi menţin 
condiţiile deformaţiei plane. 
La capetele libere aceste tensiuni de compresiune sunt relaxate, permiţând solidului să se extindă în 
direcţie axială şi reducând presiunea pe capăt. O estimare a reducerii de presiuni la capăt poate fi 
obţinută, asumând că la capătul cilindrului este starea plană de tensiuni. 

Ecuaţia (4.2.108),  ( )








−
π

ν−=δ 1
a
R4ln2

E
1P

1

2

, pentru compresiunea radială a cilindrului 

poate fi scrisă 







 −=δ 1

a
R4ln2

R2
a 2

       (4.2.111) 

care poate fi aplicată pentru ambele stări plane de tensiuni şi deformaţii. Dacă cilindrul nu este 
întors (fără modificarea generatoarei), compresiunea este uniformă în lungul liniei, aşa încât lăţimea 
a este de  asemenea uniformă de la un capăt la celălalt. 

Acum în starea plană de deformaţii 
E

1Rp2a
2

o
ν−=  rezultă po�≈(1-ν2)po. 

În starea plană de tensiuni 
t

Rp2
a

'
o= . 

Cazul b) rola are capătul pătrat dar suprafaţa se extinde dincolo de cap.  
În acest caz, tensiunile se concentrează la capul rolei. astfel că apare o singularitate. De exemplu, la 
materiale cu acelaşi modul de elasticitate şi fără frecare, presiunea de contact la distanţă mică de 
capăt (y<<a) variază cu y - 0,23. 
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Cazul c) este tipic rolelor rulmenţilor cilindrici.  
Urma suprafeţei se extinde în afara capătului rolei şi rola are profilul cu raza r se leagă de corpul 
cilindric neted. Raza r este mult mai mare decât lăţimea hertziană 2a. 
                                  
 
 4.3. Contactul normal al solidelor neelastice 
 
 4.3.1. Tipuri de materiale 
 

• Ecuaţia constitutivă a unui material = corelaţia tensiuni - deformaţii - timp  
• Proprietăţile de bază ale materialelor : elasticitatea şi vîscozitatea 
• Materiale cu proprietăţi unitare: perfect rigide (solide Euclid), perfect elastice (Hooke), 

perfect vîscoase (Newton), fluide ideale (Pascal), perfect plastice (Saint-Venant). 

 
 Comportarea materialelor în timp (t): 

- funcţia de fluaj, F(t)= γ(t)/ τk, variaţia deformaţiilor în timp, γ(t), la tensiuni constante τk; 
- funcţia de relaxare, R(t) = τ(t)/ γk, variaţia tensiunilor în timp, τ(t), la deformaţii 

constante, γk . 
 
4.3.2. Criterii de plasticitate 
 
A)  Caz general 
 
Tensiunile în jurul unui punct:       σx , σy , σz ; τxy , τxz , τyz . 

Tensiunile principale:    σ1 , σ2 , σ3 ; τ1 , τ2 , τ3 . 
(1) 0III 32

2
1

3 =−σ+σ−σ ,    unde   I1 , I2 , I3  sunt invarianţii tensiunilor: 
   zyx1I σ+σ+σ= ;      

2
xz

2
yx

2
yzyxxz2y2I τ−τ−τ−σσ+σσ+σσ=  
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zzyzx

yzyyx

xzxyx

3I
σττ

τστ

ττσ

=  

 
Rezolvarea ecuaţiei (1) (cu 3 soluţii reale)  ⇒  tensiuni normale principale 

        (σ1 > σ2 > σ3), 
          tensiuni tangenţiale principale 

    
2

32
1

σ−σ
±=τ ;  

2
23

2
σ−σ

±=τ ;    
2

21
3

σ−σ
±=τ  

şi direcţiile principale, din sistemul 
 

      
( )

( )
( )








=σ−σ+τ+τ

=τ+σ−σ+τ

=τ+τ+σ−σ

0nm
0nm

0nm

zxyzx

yzyyx

xzxyx

l

l

l

 

   l , m, n - cosinusurile directoare ale suprafeţei cu tensiuni normale principale. 
     Tensiunile tangenţiale principale sunt maxime în plane la 45o faţă de triedrul format de cele 
3 direcţii principale. 
 
 Cercul lui Mohr 
 Se consideră plane paralele cu una sau alta dintre direcţiile  principale 

 
     Plan paralel cu direcţia principală a tensiunilor σ1 şi σ3. 
 Pe o suprafaţă înclinată oarecum faţă de direcţiile principale, tensiunile sunt date de 
coordonatele unui punct din zona haşurată. 
 Tensiuni octaedrice (diagonalele pătratelor) 

 
pentru cub ⇒ 8 plane octaedrice 

 

 

 

 

3
321

oct
σ+σ+σ

=σ ; 

( ) ( ) ( )[ ] =σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ
2/12

13
2

32
2

21oct 3
1  

( ) 2/12
3

2
2

2
13

2 τ+τ+τ=  
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1. Criteriul de plasticitate Saint-Venant-Tresca 

T
31

max k
2

=
σ−σ

=τ  = constant. Admiţând această condiţie şi pentru solicitarea de întindere simplă 

( ) c31T
c

max3c1 k
2

0, σ=σ−σ⇒=
σ

=τ⇒=σσ=σ - criteriul de plasticitate; σc - tensiunea de 

curgere la tracţiune simplă. 
  
 
       2. Criteriul de plasticitate Huber-Hencky-Mises - energia de deformaţie pentru modificarea 
formei atinge o anumită valoare: 

     ( ) ( ) ( )[ ] ctk
E6

1
M

2
13

2
32

2
21 ==σ−σ+σ−σ+σ−συ+    sau   ( ) 22

21 2 cσ=+σ−σ K  

 Valoarea constantei se obţine aplicând criteriul pentru solicitarea de compresiune simplă : 

( ) 2
cMc321 E3

1k,0 σ⋅υ+=⇒σ−=σ=σ=σ  

 sau:            ( ) ( ) ( ) c
2

13
2

32
2

21 2
2 σ=⋅σ−σ+σ−σ+σ−σ  

 
        intensitatea tensiunilor 
Consecinţe: 
a) în timpul deformaţiei plastice, intensitatea tensiunilor rămâne constantă; 
b) deformaţia volumică     ε = εx + εy + εz     este numai elastică, chiar şi în timpul deformaţiei 

plastice (deformaţia plastică se face la volum constant). 

c) ( ) ( ) ( )[ ] ⇒σ−σ+σ−σ+σ−σ=τ
2/12

13
2

32
2

21oct 3
1  în timpul deformaţiei plastice tensiunea 

octaedrică are valoarea constantă  ccoct 471,0
3
2 σ=σ=τ . 

3. Criteriul tensiunilor maxime reduse:  

   ( ) ( ) ( ){ } cr321 3
2k,,max σ==σ−σσ−σσ−σ ;   unde ( ) 3/321 σ+σ+σ=σ  

 
 B) Aplicarea criteriilor de plasticitate pentru cuple de frecare 
 
 a) Contactul bidimensional al cilindrilor 
 
 Starea plană de deformaţii: componenta axială a tensiunilor σy  este tensiunea principală 
intermediară   σ2 . 
 
 1. După criteriul Saint-Venant-Tresca:   cT31 k2 σ==σ−σ    sau   cmax2 σ=τ  
 Dar  0max p3,0=τ   în punctul situat pe axa  z  la z0 = 0,78 a ⇒ 0,6p0 = 2kT = σc 

(kT = σc /2) 

 Deci ( ) c
c

c0 67,1
6,0

p σ=
σ

=   - presiunea maximă la care începe curgerea materialului din 

zona  z0 = 0,78 a. 
 



4.Elemente privind calculul tensiunilor şi ariei de contact 
 

 

60

  
           2. După criteriul Huber-Hencky-Mises 

        ( ) ( ) ( ) 2
cM

2
13

2
32

2
21 2k

1
E6 σ=
υ+

=σ−σ+σ−σ+σ−σ ,        
( )

E3
1

k
2
c

M
υ+σ

=  

 Pentru  ⇒=υ 3,0    maximul pentru  ( ) ( ) ( )2
13

2
32

2
21 σ−σ+σ−σ+σ−σ   este 

0,624 p0
2    şi apare la   0,70 a ⇒ ( ) cMc0 79,1k3p σ== . 

 
 3. După criteriul tensiunilor reduse 

( ) ( ) ( ){ } cr321 3
2k,,max σ==σ−σσ−σσ−σ , unde  ( ) 3/321 σ+σ+σ=σ  

Dar   ( ) ( ) ( ){ } 0321 p7,0,,max =σ−σσ−σσ−σ   şi apare la 0,67 a. 
Deci   ( ) crc0 80,1k7,2p σ== . 
 Sarcina minimă la care începe curgerea se determină din ecuaţia Hertz: 

2/1

0 R
PEp 








π

=
∗

      şi         ∗=
E

RpP π2
0 ;         

21 R
1

R
1

R
1 += ;         

2

2
2

1

2
1

E
1

E
1

E
1 υ−

+
υ−

=∗   . 

 
 Deci  

( ) ( )

( )

( )

( )













→σπ

→σπ

→σπ

=π=

∗

∗

∗

∗

redusertensiunilocriteriul,
E

R

Misescriteriul,
E

R

Trescacriteriul,
E

R

p
E

RP

c

c

c

ccy

22

22

22

2
0

801

791

671

 

 
 b) Contactul axial-simetric al solidelor de revoluţie 
 
 În lungul axelor,   σz , σr , σθ    sunt tensiuni principale  şi    σr = σθ 

 
( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) 122
0

122
0

1

1
2
111

−

−
θ

+−=σ

++−υ+−=σ=σ

a/zp/

;a/zz/aarctga/zp/p/

z

r  

 Valoarea maximă  (σz - σr),  pentru  υ = 0,3 ,  este  0,62 p0  la adâncimea  
z0 = 0,48 a. 
 1. După criteriul Tresca:   ( ) cMc kp σ60,12,30 == . 
 2. După criteriul Mises: ( ) cMc0 6,1k8,2p σ== . 
 Sarcina minimă pentru iniţierea presiunii maxime  p0  ce declanşează curgerea se determină 
din ecuaţia Hertz   ( ) 3/123

0 R/PRE6p π= ∗  

 Deci ( ) ;6,1
E6
RP 3

c
3

2

23

c σπ= ∗    σc  pentru materialul cu modulul de elasticitate cel mai redus 

dintre cele două. 

 Ţinând seama şi de deformaţie,    
3/1

2

22

RE16
P9

R
a









==δ ∗ , se deduce raportul critic  

R
δ  de la 

care încep deformaţiile plastice: 
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2222

422

6646
13

8
61

616
619








≈⋅π⋅






 σ
=









⋅⋅
σ⋅⋅⋅π⋅

=δ
∗∗∗∗ E

O
R,,

E
R

ERE
,R ccc  

sau 
2

13 






 σ
≈δ

*
c

E
,

R
. 

 
c) Profile generale netede 
 
Pentru cazul general, aria de contact este o elipsă şi tensiunile sunt date de ecuaţiile 

prezentate anterior. Tensiunile în lungul axei  z  determină diferenţa tensiunilor maxime  (σ2 - σ3), 
care sunt în planul ce conţine semiaxa mică a elipsei  
(a > b). Această diferenţă a tensiunilor şi tensiunea tangenţială maximă τ1 se menţin constante la 
modificarea excentricităţii de la zero la unu:  0max1 p3,0≈τ . 
 

b/a 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
z/b 0,785 0,745 0,665 0,590 0,530 0,480 

τ1 max/p0 0,300 0,322 0,325 0,323 0,317 0,310 
 
 La contactul punctual (b/a), curgerea începe de la adâncimea 0,48 a şi la cel liniar (b/a = 0),  
curgerea începe la 0,78 b. 
 
 d) Pană şi con 
 
 În timpul penetrării unei pene bidimensionale fără frecare, tensiunea tangenţială pe interfaţă 
este egală cu presiunea  ( )xpzx −=σ=σ . 
 Diferenţa ( ) ( )zx21 σ−σ=σ−σ , în lungul axei   z , are valoarea maximă  

α
π

∗

ctgE2 . 

 Prin criteriul Tresca sau Mises (identice pentru υ = 0,5), curgerea pe pană sau pe con are loc 

când ∗≥α
E
P

ctg c . 

 Corelaţia aproximativă - duritate - curgere 
 Curgerea începe când presiunea medie are valoarea aproximativă  6k , pm ≈ 6k, 
şi corespunde durităţii materialului. Pentru metale  c3k6H σ≈≈  , unde σc este tensiunea de 
curgere uniaxială a materialului. 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

pm 

pm=3k=1,5σ

H=pm=3k=1,σ

Deformaţii pur elastice

Deformaţii plastice pe suport elastic

Deformaţii pur plastice
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4.3.3. Contactul unui rigid cu un solid perfect plastic 
 
 În starea plană de deformaţii - criteriul de plasticitate   (σ1 - σ2) = 2k, unde                   







σ

σ
=

Misescriteriulpentru3/

Trescacriteriulpentru2/
k

c

c  

                                                                                               ( )212
1 σ+σ=σ  

                                                                                                 Ecuaţia cercului Mohr 
 
                                                                                                    ( ) 22

xy
2

x k=τ+σ−σ    sau 
 

                                                                                                     22
xy

2
21

x k
2

=τ+





 σ+σ

−σ  

 Direcţiile tensiunilor principale relative la o axă fixată în corp definesc direcţiile liniilor de 
lunecare  α  şi  β. 

σ1 = max; σ1 = min - tensiuni principale 
Condiţia de echilibru: 

 
 
 
 

σ1 

σ2 

σ

2φ 
+

-k 

(σx, τxy) 
 

- în direcţia α 

⇒=
α∂
φ∂−

α∂
σ∂ 0k2 σ - 2k φ = ct în direcţia α 

 - în direcţia β 

⇒=
β∂
φ∂+

β∂
σ∂ 0k2 σ + 2k φ = ct în direcţia β 

α , β  - direcţiile de lunecare. 
 
 
 

a) Pană rigidă cu suprafaţă plană 

a1) Fără frecare 

 Materialul planului curge plastic în două regiuni 

simetrice
deformea
 S
aria triun
 L
Pe faţa 
tangenţia
tensiune 
de 45o. S
regiunea 
2k ce acţi
  σ
 laterale ABCDE. Pana este rigidă, deci nu se 
ză. 
e consideră volumul ⇒  
ghiului AOF = aria FBC. 
iniile de lunecare: 
AB nefiind frecare ⇒ că nu apar tensiuni 

le. Presiunea normală  pw pe faţa penei este 
principală şi linia de lunecare face cu AB unghiul 
imilar cu suprafaţa liberă BC. Starea tensiunilor în 
triunghiulară BCD este de compresiune uniformă 
onează paralel cu suprafaţa BC. 
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( )

( )









ψ+
ψ=ψ−α

ψ+===
⇒

sin1
2cos2cos

1k2p
a2

Pp wm

 ⇒ a  şi  pm  pentru  P, k, α  date. 

 
 
 a2) Cu frecare ww pµ=τ  (µ = coeficient de frecare constant) 
τw - tensiunea tangenţială pe muchie 
 

 
( )λ+ψ+=⇒ 2sin21kpw  

 
.
 
 
 

 

 

τ

ww p2cosk µ=λ=τ  
Condiţia de echilibru mecanic: 

( );ctg1p
a2

Pp wm αµ+==  

Condiţia de volum constant (deformare fără ecruisare) 

( )
ψ+

ψ=ψ−α
sin1

2cos2cos       (1) 

 
 
 
 

Pentru calculul elementelor de contact - se consideră cunoscute: P, k, α, µ şi rezultă a, pw, τw 
 

Observaţii 
1. Lunecarea este posibilă numai dacă   α< 45o şi apare pe muchia penei. 
2. Valoarea critică a coeficientului de frecare µ , corespunde pentru  λ = 0 şi rezultă   

 k cos 0 = µ k(1 + 2ψ)  ⇒ 
ψ+

=µ
21
1  ,   cu ψ determinabil din ecuaţia (1). 

 3. Dacă   α > 45o , rezultă că materialul aderă 
pe suprafaţa AB, lunecarea având loc pe suprafaţa 
BE. 
 

( )α−ψ+=

=





 π−α+ψ+=

2cos21k
2

2sinkk2kpw  

                                                                        α=τ 2sinkw  
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 Deci, pentru aderarea materialului pe vârful muchiei penei, trebuie să existe inegalitatea: 

 
α−ψ+

α≥µ
2cos21

sin    cu ψ determinabil din ecuaţia (1). 

 Parametrii de contact:  ( ) ( )ψ+
=⇒α+==

1k4
Pa1k2

a2
Ppm   şi pw, τw (fără lunecare). 

 
 b) Pană perfect plastică cu plan rigid 
 
 b1) Forţă concentrată în vârf 
 

 

 

 
 

 
 

- Presiunea la care începe curgerea (fără frecare): 
p = 2k (1 + α)   cu O < α < π/2     şi 
a0 = P/2p = P/4k (1 +  α ),    α în radiani   
-  Presiunea pe interfaţă:    

( )ψ+== 12
2

k
a

Ppm , în care unghiul ψ se determină din 

condiţia de volum constant: 
(aria σOAB' =  σB'BC) şi AB = BC în funcţie de unghiul α.      

( ) ( )[ ] 0sinsincos2sinsincos2 =ψα+α−ψ−αψ−α+α       
şi 

( )ψ+
=

1k4
Pa  

 
 

b2) Forţa uniformă distribuită pe muchie (p) 
- Presiunea la care începe curgerea pentru  0 < α < π/2 
 

Regiunile OCD şi OEF sunt triunghiuri dreptunghice isoscele şi 
reginea AGF este sector circular, deci  
⇒  p = 2k (1 + 2α - π/2) 
 
 
 
 
 

c) Cilindru rigid pe semiplan plastic - fără frecare 

- Presiunea la care începe curgerea 
τ−+





 φ++π+φ= 2

0 k
2
1

2
k2p  

unde φ este unghiul dintre tangenta la contur şi axa AB 

k
arcsin0

τ=φ , τ este tracţiunea de forfecare. 
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Pentru cilindrul circular  

 





 φ−π+=

2
1k2p  

 Pentru o forţă dată pe unitatea de lungime a cilindrului  ⇒ 
( ) ( )[ ] eeeee sincos12sin2kR2P γ⇒γγ−γ−+γ+π=   şi apoi a⇒δ⇒  

 
 d) Cilindru plastic cu plan rigid fără frecare 

Domeniul cu deformaţii plastice OAB.  Presiunea nu este uniformă. 

 

ş

 
 
P

u

 

θ

Pentru cazul particular,  
γe = 15o. 

rezultă 




=
Apunctulînk62,4
Opunctulînk92,3

p  

  
 

e) Sferă rigidă cu semispaţiu plastic fără frecare 
Domeniul liniilor de lunecare se determină cu diferenţe finite. 
Presiunea pe suprafaţă este neuniformă. 
i υ: 
P =

f) Trunchi

entru deformaţii

nde:     



= 1B2

+

 este direcţia ten

 

P

De exemplu, pentru R = 1063 mm şi δ = 78 mm. 

⇒ 




=
Bpunctulînk38,4
Apunctulînk92,7

p  

 
 Pentru o forţă dată P cu aproximaţie, se poate determina γe 

( ) ( )[ ] eeeee
2 sincos12sin2kR2 γ⇒γγ−γ−+γ+π   şi apoi a⇒δ⇒  

 
 de con rigid cu semispaţii plastic fără frecare 

 incipiente, unde suprafaţa rămâne plană  ⇒ 
( )B1k2p +α+=  

( ) ( )
( )

( ) +
πθ−

α+πθ−+







α+πθ−
α−π−θ+α−π−

4/cos1
4/cos1ln

4/cos1
4/cos1ln4/tg  

( )































θ−
θ+







 α+πθ−−α −

2/1
2/12

1
1

28
tgarctg12 ,   unde 

siunilor normale principale. 
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Pentru θ = 0, care corespunde r = a ⇒ p = 2k (1 + α) similar cu pana bidimensională. 
Pentru 2/2=θ , care corespunde la r = 0 ⇒ p = 2k (1 + α + B0). 

 
4.4. Aria de contact a suprafeţelor rugoase 
  

4.4.1. Modelarea rugozităţilor 
 
În vederea determinării analitice a principalilor parametri de contact ai suprafeţelor reale cu 

rugozităţi (aria şi presiunea reală, deformaţie, rigiditatea de contact), necesare evaluării frecării şi 
uzării, rugozităţile se modelează sub forme relativ simple (sferă, con, prismă, piramidă, elipsoid 
etc.). 

Aceste forme simple permit deducerea unor relaţii analitice pentru parametrii de contact şi 
compararea rezultatelor acestor relaţii curezultatele experimentale posibil de evaluat. 

Principiul corect de modelare este ca rugozitatea reală să aibă acelaşi volum de material cu 
rugozitatea model. 

Pentru aceasta, este necesar ca, pe baza profilogramei rugozităţilor, să se determine volumul 
acestora (Vr), pentru o lungime de referinţă, aleasă ca reprezentativă pentru model sferă. 

 
 
 
 
 
 
 
 S
Cunoscâ
L este V
suprafeţ
 
 a
 
 D
sfere de
numărul

baza cal

Înălţimi

ai , raza 
e recomandă determinarea adâncimii de nivelare, Rp, adâncimea pentru care −+ Σ=Σ ii . 
nd această adâncime Rp se consideră că volumul de material al rugozităţilor de pe lungimea 
r = L Rp . B, B fiind lăţimea caracteristică a rugozităţilor şi se poate aprecia ca fiind lăţimea 
ei de contact (pentru rugozităţi prismatice) sau altă dimensiune specifică. 

) Calote sferice cu aceeaşi rază a sferelor (model Greenwood) 

e exemplu, dacă se modelează rugozităţile sub forma unor calote sferice provenind din 
 aceeaşi rază r, dar de înălţimi diferite (hi) şi raze diferite (ai), atunci se consideră că 
 sferelor (no) este egal cu numărul tuturor rugozităţilor de pe lungimea de referinţă L şi că 

otelor (raza ai) se găseşte pe baza rugozităţilor,    La2
n

1i
i =∑

=

. 

le calotelor, hi, se apreciază ca având aceeaşi lege de variaţie ca şi înăţimile reale ale 
rugozităţilor. Dacă notăm prin Ry înălţimea cea mai mare şi 
corespunde rugozităţii n, R1 - înălţimea rugozităţii  celei mai mici  

(R1 = k1Ry). dacă se alege planul de referinţă la baza rugozităţilor R1 
= 0, R2 - înălţimea rugozităţii a doua, ca înălţime şi R2 = k2Ry,  R3 = 
k3Ry..., Ri = kiRy...Ry = Ry, cu k1, k2,..., ki, ... kno -1, kno = 1 cunoscute, 
atunci între înălţimile calotelor hi există aceleaşi relaţii:
 y11 hkh = ,   ynonoy hkh,hkh == K22  
 Ţinând seama că între înălţimea calotei hi , raza bazei calotei  

sferei  r şi volumul calotei  Vi  există relaţii geometrice: 
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( ) ( )iiii
2
ii hr2ha,hr3h

3
1V −=−π= , 

rezultă volumul total   r

n

1i

n

1i

3
iy

2
i

2
y

n

1i
i Vkhkr3h

3
1VV

)

=






 −π== ∑ ∑∑
= ==

             (4.4.1) 

 Din  ( ) Lhkr2kh2La2
)n

1i
yiiy

)n

1i
i =












−⇒= ∑∑

==

    (4.4.2) 

 Din aceste două ecuaţii rezultă înălţimea maximă a caltelor sferice model hy şi raza  
sferelor  r. 
 
 b) Calote sferice cu raze diferite ale sferelor 
 
 Un alt model este acela prin care se consideră că razele de contact ale calotelor sunt identice 
pe lungimea de referinţă de la baza rugozităţilor : 
(a1 = a2 = ... ano = a = L/2no, no fiind numărul total al rugozităţilor), însă înălţimile calotelor (hi) şi 
razele sferelor din care provin (Ri) sunt variabile. 
 Se acceptă că înălţimile calotelor hi au aceeaşi lege de variaţie ca şi aceea a înălţimii 
rugozităţilor reale, hi = ki hy,   ki - cunoscut (R1 = k1 Ry, ... Ri = ki Ry). 
 Din condiţia de modelare (volum identic, Vr = V) rezultă : 









+π== ∑ ∑

=

)n

1i

3
i

2
yi

2
yr khka3h

6
VV      (4.4.3) 

 Din (4.4.3)  ⇒  hy   şi cunoscând şi   a = L / 2 n0  ⇒  razele sferelor 
 
 

2
hk

hk2
a

2
h

h2
aR

2
y

2
i

yi

2
i

i

2

i +=+=      (4.4.4) 

 

 
 c) Tije cilindrice cu rază constantă (model Kraghelski) 

   
 Se consideră tijele cilindrice cu secţiunea frontală ca fiind 

secţiunea portantă şi uniform distribuite pe suprafaţă. Numărul 
total al tijelor este egal cu numărul rugozităţilor de pe suprafaţa 
respectivă no. Înălţimea tijelor se apreciază că are aceeaşi lege ca 
şi aceea a rugozităţilor reale hi = kihy,  hy - înălţimea maximă a 
tijelor model. 
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 Se impune ca pe aria nominală, An , numărul rugozităţilor, no , este foarte mare şi că 
suprafaţa frontală a cilindrului este foarte mică, Ai , astfel că  

n00
n

0A
AnAlim

0
0

=
∞→

→
 = constant  

π
=⇒=⇒ 0

0
0

n
0

A4
d

n
AA  

 Dacă se adaugă condiţia de volum constant, rezultă că la înălţimea Rpno (adâncime de 
nivelare) se poate scrie: 

∑∑
==

===
0) n

1i
iyopop

n

1i
iopr khAnhnVV                 (4.4.5) 

cu numărul nop de rugozităţi la adâncimea de nivelare, detreminabil din profilogramă. 
 Acceptăm că tijele cilindrice au secţiunea constantă  

( )π=== /A4r2dAA 0i00p0 , din (5) 







=⇒ ∑

=

0n

1i
i0p0ry kAn/Vh  

 d) Rugozităţi prismatice (modelul Archard) 
   Elemente geometrice caracteristice: 
 

 
 
 
 
 
 
G
ra
m
 

se

 

ru

se
-  pasul mediu λ, determinabil din profilogramă; 
-  abaterea medie pătratică a înălţimii rugozităţii, determinabilă din 
profilogramă. 
 

4.4.2. Deformaţia critică a rugozităţii 

a) Indicele de plasticitate Greenwood-Willamson  ψψψψG 

Ţinând seama că starea de deformaţie a suprafeţelor, se apreciază prin duritate (HB), 
reenwood şi Willamson consideră că atunci când rugozităţile se modelează sub formă de sfere de 
ză constantă r, deformaţia δ este elastică atâta timp cât presiunea maximă de contact este mai 
ică decât 0,4 HB (HB - duritatea Brinell minimă a celor două suprafeţe). 

Pe baza acestei observaţii, din relaţiile lui Hertz: 

      
3/1

2
3

2

20

3/1

2

223/1

r
PE6

a
P

2
3p,

rE16
P9

R
a,

E4
Pr3a 








ππ

=







==δ






=

∗

∗∗ , 

 deduce     






=δ
∗E

rp
r

0 . 

Considerând că deformaţia critică δ este egală cu abaterea medie pătratică a înălţimii 

gozităţii (σ)  ⇒ 
2

2
40







 ⋅⋅π=σ

∗E
HB,

r
 şi definind indicele de plasticitate ψG, 

r
E

HB
E

G

∗

=ψ                  (4.4.7) 

 poate deduce:  σ = abaterea medie pătratică. 
- Deformaţia este elastică dacă 7,0G <ψ ; 
- Deformaţia este plastică  1G >ψ ; 
- Deformaţia este elastoplastică 17,0 G <ψ< . 
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b) Indicele de plasticitate Archard 
 
Pentru rugozităţi prismatice, Archard propune indicele 

λ
σ⋅=ψ

∗ 2
H
E

B
A       (4.4.8) 

cu σ abaterea medie pătratică a înălţimii rugozităţii şi λ pasul mediu. 
 Pentru  ψA > 1  - deformaţiile sunt plastice  
  ψA < 1  - deformaţiile sunt elastice. 
 
 Justificarea teoretică a indicelui ψA are la bază presiunea maximă de contact din vârful 
prismei (p0 ≈ HB) şi că deformaţia maximă este egală cu σ. 
 
 c) Indicele de plasticitate generalizat 
 
 Dacă se consideră ca deformaţie critică (δcr), acea deformaţie care conduce la o energie 
critică corespunzătaore criteriului de plasticitate, de exemplu,  Huber-Hencky-Mises, atunci se 
defineşte 

σδ=ψ /crp        (4.4.9) 
ca deformaţia raportată la abatere medie pătratică a înălţimii rugozităţii. 
 Deformaţia critică δcr se poate determina pe baza geometriei rugozităţilor model şi a 
caracteristicilor de material. 
 Pentru cazuri concrete, cu unele ipoteze simplificatoare, se deduc condiţiile ca deformaţiile 
să fie elastice. 
 De exemplu, pentru suprafeţe de frecare cu rugozitatea evaluată prin înălţimea medie Ra şi 

pasul mediu λ, deformaţiile sunt elastice dacă      
( )( )

6
RE

1HB

a

2
p >λ⋅

υ−
, 

HB - duritatea Binell,    υp - coeficientul lui Poisson,    E - modulul de elasticitate. 
 Pentru oţel cu HB = 2 . 10 3 N/mm 2 , rezultă raportul λ/R a pentru a obţine deformaţii 
elastice. 
 În ceea ce priveşte direcţia rugozităţilor relative ale celor două suprafeţe de frecare se 
deduce că pentru rugozităţile cu direcţiile perpendiculare, indicele de plasticitate are valoarea cea 
mai mare, suportând deci în regim elastic sarcini mai ridicate, sau, la aceeaşi sarcină, deformaţiile 
sunt mai mici decât în cazul în care direcţiile rugozităţilor sunt paralele. 
 
 4.4.3. Calculul ariei reale 
 
 a) Modelul rugozităţilor sferice 
 a1) Rugozităţi calote sferice cu aceeaşi rază a sferelor şi aceeaşi înălţime a calotelor. 
 
 
 
 
 
 
 
p

 

Fie suprafaţa 1 cu rugozităţi de rază r şi înălţime h în contact cu o suprafaţă ideală 2 perfect 
lană. 
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 Se consideră cunoscut numărul rugozităţilor suprafeţelor de referinţă, no. 
 Pentru calculul ariei reale 2

0r anA π= , este necesară cunoaşterea razei de contact a calotei 
sferice. La o forţă exterioară dată, P, se face iniţial ipoteza că deformaţiile sunt elastice şi se aplică 
relaţiile lui Hertz. 

( ) 3/1
0

E4
rn/P3

a 



= ∗ ,         

r
a 2

=δ , 2
0

0 a
n/P

2
3p

π
= . 

 Dacă raportul 
2

c

cr E
1,3

rr






 σ

=





 δ≤δ

∗ ,  
crr






 δ  fiind raportul critic ce conduce la deformaţii 

plastice (criteriul de plasticitate), atunci deformaţiile sunt elasice; dacă nu este respectată această 
restricţie, atunci se determină mărimea cu relaţiile de la contactul plastic. 
 Deoarece sferele sunt identice  ⇒ 

z=δ   şi aria reală ( ) 32
0

0 4
3 /

r E
rn/P

nA 






π=
∗

  şi  presiunea maximă 
( ) 3/1

23

2
0

0 r
En/P6

p 







π

=
∗

;      

( )3,0p31,0 0max =υ=τ    la  z0 = 0,48 a.    
 a2) Rugozităţi calote sferice de aceeaşi rază şi înălţimi variabile 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
în
 
a
 
a
n

 

Se acceptă că rugozităţile unei suprafeţe au formă de calote sferice de aceeaşi rază, dar 
ălţimi variabile. Cealaltă suprafaţă este plană şi ideală (fără rugozităţi). 

Se consideră că sarcina exterioră P este preluată de un număr mai mic sau mai mare de 
sperităţi (rugozităţi), după cum deformaţia este mai mică sau mai mare. 

Fie  n - numărul asperităţilor care se găsesc la nivelul superior lui z, şi no - numărul total al 
sperităţilor de pe suprafaţa de contact, cunoscând repartiţia înăţimii rugozităţii f(z), se determină 
umărul de rugozităţi ce se găsesc în stratul elementar dz  

( ) ( )dzzfndn,n/nzf 00 ==  
 

       ( )[ ] iyi
2

i
22

ii R2r2rraA επ=δπ≈δ−−π=π=               (4.4.10) 
unde  yii R/δ=ε  este deformaţia relativă. 
 Prin secţionarea profilului rugozităţii la un anumit 
nivel ε, fiecare suprafaţă de contact, pentru care z ≤ ε, 
creşte cu 
 

( )zrR2A yi −επ=∆              (4.4.11) 
 

 Prin însumarea tuturor segmentelor sferice se 
obţine 
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( ) ( ) ( )dzx'fznrR2dnzrR2A
0

0y

n

0
yr ∫∫

ε

−επ=−επ=              (4.4.12) 

 Ţinând seama că sarcina exterioară este preluată de cele  n  asperităţi ce se găsesc în contact, 
rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( )dzz'fzpnrR2dzz'fzPnP
0

r0y
0

0 −επ=−ε= ∫∫
εε

             (4.4.13) 

cu pr (ε - z) - presiunea reală la nivelul ε - z. 

 Din ecuaţia deformaţiei elastice,     
3/1

2

2
2

rE16
P9R/a 








==δ ∗ ,    pentru 

( ) ( ) ( ) 2/3
y

2/32/1
y RzrE

3
4zPzR ⋅−ε=−ε⇒−ε=δ ∗              (4.4.14) 

 

 Deci            ( ) ( )dzz'fzRrE
3
4nP

2/3

0

2/3
y

2/1
0 ∫

ε
∗ −ε⋅= . 

 Pentru deformaţii plastice, corelaţia forţă-deformaţie este de forma (4.4.13), cu  
ccr 3cp σ≈σ= , c - coeficient dependent de forma rugozităţilor (pentru rugozităţi sferice c ≈ 3). 

 

( ) ( ) ( )[ ]022 0
0

0 ffcnrRdzz'fcnrRP cycy −επ=σπ= ∫
ε

             (4.4.15) 

 

C
 
 

f

P

 

( ) δ=δ−−= rrra 222
2           

 
⇒ϖπ≈σπ=π= c

2
c

2
r

2 3acapaP  
( ) ( )zrR2cr2zP y −ε⋅π=σδ⋅π=−ε  

 
 
 
 

unoaşterea funcţiei f(z) permite calculul deformaţiei ε a rugozităţilor sub sarcina exterioară P. 

Câteva cazuri particulare: 
1. Repartiţia liniară a înălţimii 

(z) = kz,      k fiind constantă   ⇒ f ' (z) = k 
 Înlocuind în (12) ⇒     

       ( ) 2
0y

2
2

0y
0

0yr knrR
2

knrR2kdzznrR2A επ=






 ε−επ=−επ= ∫
ε

            (4.4.16) 

 Din (14) ⇒   
 

( ) 2/3
y

2/52/1
0

2/52/1
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2/1
0 RrkEn

15
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2krE

3
4ndzzkRrE

3
4n ⋅ε=ε⋅=−ε= ∗∗

ε
∗ ∫  (4.4.17) 
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 Determinând pe ε din (4.4.17) şi înlocuind în (4.4.16)   ⇒  
 

( ) 2

5/4

y

5/3
y5/1
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5/4
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rRE
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
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
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
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


⋅⋅






π= ∗              (4.4.18) 

 
 În condiţiile în care determinarea razei de curbură a rugozităţii r şi a numărului de asperităţi 
no se face pe baza unei lungimi de referinţă L din profilograma suprafeţei, se poate calcula aria 
nominală An , 
 

kLnr2A 0n π≈ , ( )kLrn22nanA 0
2

n π=πδ⋅π≈π=  
 
şi, deci, aria reală adimensională 
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
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             (4.4.19) 

 
 Pentru contactul plastic, din ecuaţia (4.4.15), 
 

( ) ( )[ ] εσπ=−εσπ= kcnrR20ffcnrR2P c0yc0y              (4.4.20) 
se deduce deformaţia relativă ε. 
 
 Prin înlocuirea deformaţiei ε din (4.4.20) în (4.4.16) rezultă: 
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 2. Repartiţia polinominală a înălţimii 
 Se consideră că înălţimea este dispusă după o lege polinominală, dedusă pe baza curbei de 
portanţă Abbot-Firstone 
 

( ) ss tznntzn/nzf 00 =→== , ( ) 1stszz'f −=                         (4.4.22) 
 

 Rezultă  dn = no stz s-1 dz, în care t şi s se vor determina pe baza curbei de portanţă. 
 Înlocuind în (4.4.12), rezultă: 

( ) ( ) ( )1s/tnrR2dzzztsnrR2dztszznrR2A 1s
0y

1s

0
0y

1s

0
0yr +επ=−επ=−επ= +−

ε
−

ε

∫∫    (4.4.23) 

 Pentru contactul elastic, corelaţia forţă - deformaţie se determină din (4.4.14) şi, schimbând 
variabila  z = εγ ,  va rezulta: 
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( )s;2/5BRtsrnE
3
4 2/3s2/3

y
2/1

0
+∗ ε⋅=               (4.4.24) 

 

 Unde ( ) ( ) γγ⋅γ−= −
−

∫ d1s;2/5B 12/5
1s1

0

 este funcţia Betta (integrala Euler de prima speţă) şi se 

poate determina pe baza funcţiei Gamma  Γ(x) 
 

( ) ( ) ( )
( )s2/5

s2/5s;2/5B
+Γ
Γ⋅Γ=  

Dacă se ţine seama că   υε==η b
A
A

n

2
r ,   (curba de portanţă Abbott - Firstone) 

din (4.4.23) 

( ) ⇒ε=
+

επ
=η υ

+

b
A1s
tnrR2
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0y

er
               (4.4.25) 

                              1s −υ=⇒        şi       ( )yno rR/Abtn πυ= 2                        (4.4.25') 
 

 Deci, forţa       ( ) ( )1;2/5BRr1
rR2
Ab

E
3
4F 2/12/3

y
2/1

y

n −υε⋅⋅−υ⋅
π
υ

= +υ∗           (4.4.26) 

  
Eliminând ε între (4.4.25) şi (4.4.26)  ⇒ 
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în care                  ( ) ( ) ( )
( )12/2

12/514/
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+υυ
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



 −υΓΓ−υυ





 υ+Γπ=  

şi ( )υ=∆ /1
yr rb/R  parametrul complex al microgeometriei. 

 Analog, se analizează aria reală şi pentru alte modele de rugozităţi şi legi de repartiţie a 
înălţimii. 

 
 
 

   


