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���	�� �� &��	��� ����
��	������� ���"�� ����

�������� �
������ �������� ���"������ ��% ��	����� &��	���� ���� ��	�������
���"�� ����



�� ����	
��� �
 �
����� ��������



�	��
���� �

�
	
��	 ���������

	�� ������������ ��������

���� &��	��� ���� ��	������� ���"�� ���� ���" ����� �� "����� ���� � ��/
������	��# �
���� ��� �� ���
���������# ����� &������� �� 
�
��� �� ���	� ��

����
����� 2�$���%��� &��	���� ��
� 
����
 ����# :� ���� ���� ��"������ &���
�
���� ��� "���	�� �� ��$���%��# ���"�� ��% ��	����� &��	���� ������ :� "���	��
���	����� 2�$���%��� ��
� ��
����
 �
���� �<�� ���"�� 
���� �� �� :���"��
���
�� "���	�� �� ��$���%�� �
���� �<�� ��
� ��"�� ���� ��"������ &���
� ���� &�	�
�� "���	�� ���	����� 2�$���%��� ��
� ������ ���� &��	��� :�� ���	�� ��$���%��� ��
��"� ��"������� ���"���� ��� "���	�� ���	�����

echilibru stabil

echilibru instabil

echilibru neutru

	�	 ����� ������� �� �������

 ��	��� "��� ���� "��
������� ����������� ��� ���� ���" ��	������� ��� ���"��
��
��� �� ������ &��	� ��
����� -��
� �������
� &��	� �� ������ &��	� �!
�����
���� �� ���" �� �"��(��� "� ��
� ���"��� �� ��
���"�� ���� &��	� �!
�������#
:� "���
��� �� �"��(�� �� "����� ��&����	�� �� &��	� ��
����# ��� ����
�� ���


��



�� ����	
��� �
 �	�	��� ���������

���
��%��
� :� ��
������� ���"���� ��
&�� :��<
 �� �!��
� �� ��$���%��# ��� ���"��
�� ��������� � � :� ��� ��� ��� ���
� ��� ����
������ �
���B 
�������# ���/
"������� ��� &��&������  ��	��� �!����
�
� �� ���" ���"�� ���"������ "� ����
�� �"��(��� �� ������ ����	�����

���� �� ���" ��
� :� ��"���# &��	��� �!
���� ���� ��	������� ���"�� ��
&������� �� ���
�� �� &��	� :� ��$���%���

	�� ��
 ������! �����
 ������ �� ��"���#���
$�������

6����
��
� ��� ���
�� &��	� �� ������� "���
 �� �"����	�� A&��	� ��������
�C
��
� � &��	� �� �� "������ ������� �&��
 �� &��	��� ����������� ��	���<�� :�/
"������ 6����
��
� R � ���� &��	� F1 �� F2 �"����
� ���� ���" ����� :� �������
"���
 ��
� ����� :� �����
����� �� �����	�� �� ��������� "���������������
&����
 �� &��	��� F1 �� F2�

R

F2

F1

α1

α2

α

R =
√
F 2

1 + F 2
2 + 2F1F2 cosα sinα1 =

F2 sinα

R
sinα2 =

F1 sinα

R

1 &��	� R "��
� � ��
�����
� :� ���� &��	� ���"����
� �� �� ��
��/
���
���� :� ������� "���
 �� R �� ���� ��	������� :� ������� "��� �� R "���
���������� "��������� �� ������ � �����
��
��� =��� ��"�
���� ����
�� �"��/
�	����# &��	� R "��
� � ������"��� :�
�/�� ����� ����<
 �� ���� �� &��	�
���"����
� �� ������� "���
 �� �"����	�� �� ��	���<�� :� ������� "����

�	-������� ���� ����	� �	 .�
�	 �����
	��	 � �����	 ���� ��
 

���� �� �9� "��� ������"������ ������� &��	� F :� ���"����
� "� 
��� �!�
�� ��������
� ��
�������� ���� α# β �� γ ���
 ���$������ &�	� �� �!��� 1!#
1F# 1� ��� ���� &��	� F # ���"����
��� ���� ��� �B F cosα ��/� ������ �!��
1!# F cosβ ��/� ������ �!�� 1F �� F cos γ ��/� ������ �!�� 1��

6����
��
� �� �B

R =

√(∑
X

)2

+
(∑

Y
)2

+
(∑

Z
)2



�
�
 ������� �� �
��� �� �
���	� �'

@��$������ �����
��
�� &�	� �� ���� 
��� �!� ���
 ��
� ��B

cosαr =
∑

X/R cosβr =
∑

Y/R cos γr =
∑

Z/R

�����	�� �� ��$���%�� �
�
�� ��
� R = 0 �����
∑
X = 0G

∑
Y = 0G∑

Z = 0 �

	�� �� ���� �� $���� �� 
�
����

�� ��� �	 .�
�	 ���� &��	� "�������# �����������# ����� �� ��	���<�� :� ��/
���	�� �"��� &������� �� ��"�� �� &��	��

a
F

F

@� ��"�� �� &��	� �� "��
� � ����� �� � ������" &��	�� ,����
�� ����
��"�� ��
� ������� :� ����� "���
 ��� �"�	���

+��	���� ���� �� �� �	 .�
�	 ��
� "������� ���
�� ������� �����
���
�� &��	� �� ���
��	� ���
�� ���"
��� ��/� ������ ������ ��	������� ����
���� &��	��

M = F · a

@��
�
�� �� ������ :� ���
�� ��
����	����� ��
� [N ·m]� ������ �����
�/
��� ��
� ���������
 "���
�� ���� ��"��� �� &��	� 
���� �� "������ � ��
�	�� :�
���� 
��������
���� ,����
������# �����	�� �� ������ �����
���� ���� ��"��
�� &��	� ���
 ��"�����
�
� "���
�/�� ���
��# "��"��������� "� "����� :� ����
��	������� &��	� ��� &��	��� ����/� "�����# �� ������ ���
�
 �� ������ �<����
���"
� ��� � ����%���� ���"
 A���� &��	� ��	������� :� "��� ������
�� �� 
����
�� "������ � ��
�	�� :� ���� 
��������
���# �
���� �����	�� ���
������ ��
�
�����
�
� :� ���C�

+��	���� ���� $	���
 .��� �	 ��  ����
,����
�� ���� ���
�� V :� ��"��
 �� �� "���
 O ��
� "������� ���
�����

���
�� ���
���� �� "���	�� r �� "���
���� �� �"����	��A �� ���
������ �� ���
����
V # �����B

MO = r × V



�) ����	
��� �
 �	�	��� ���������

MO

r
α

V

d B

A

6����
� �� �����
�� ���� ���
�� :� ��"��
 �� �� "���
 ��
� �� ���
��
� ����� �����	�� ��
� "��"���������� "� "����� P ��
������
 �� "���
 �� ��
��"��
�� ���
������# �� ����� ���� ��
� ����� �� ����%���� ���"
 �� �� �����
����� ��
� ���� �� "������� |r| · |V | sinα� ��� |r| sinα = d �����
�B

|MO| = |V | · d

,����
��� �� "�
 ���"��� "��� :�������� ���
������ ��"� ������ "��/
�������������# ������� ���"������ &��	�����

	�% ������� �� ���������  ����� � ��&���� ���'
 ������

 ��	��� �!
����# �9�
� :� ��$���%��# �� ��	������� ���"�� ���� ���" "�
 �

����� ����������� ��� 
����� �������������# :� &���	�� �� ������� �� &��	�
���������
��

=����� "�� :� ���������� "��%������� �� �
�
��� ��
� ��
��������� 
�
����
&��	���� �� ����	����� =��
�� ������
���� ���"��
� � &��	���� �� ����	����
���
 �������� ����
������ ��
�B �����
������# �����	�� �� "���
�� �� �"��/
��	��� 5� &���	�� �� ��
��� "��%�����# �� "�
 ������
� �������# ��� ��� ����
���
�� ����
� ��
��

@� ���
�� �� ��������� � � �
�
�� ��
������
 �
���� �<�� �����	���� ��
��$���%�� �
�
�� ���
 �������
� "��
�� ��
��������� ����	��������



�	��
���� �

�	�	�
����
��� �	���� ��
�����
���� 	�� ����������

��� ������� �� ��������

 ��	��� ���� ��"�����
� ����
�	��� "���
���� ��
������ ��� ���� ���" ����� ��
"�
 ��������� "�������# ��� ���
��� ����
�� &��	� �� �����
� ���
��� �� ����
��� ���
��� �� ����
�
� �� ���"�����

��������
��� ���
����� �� ����
�
� ���
B

xc =

∑
Gixi∑
Gi

yc =

∑
Giyi∑
Gi

zc =

∑
Gizi∑
Gi

���� G ��"�����
� ����
�
�� ���
������ �� "���
� ��
������# ��� C ���
��� ��
����
�
� �� ���
�������

G

�*



�+ ����	
��� �
 �����	����	��� ������ �� ��
��	����

�������� Gi = mig �����
� �� ���
���� �� "���	�� �� ���
����� �� ����
�
�
rc "��
� � ����� ��% &����B

rc =

∑
miri∑
mi

→ xc =

∑
mixi∑
mi

; yc =

∑
miyi∑
mi

; zc =

∑
mizi∑
mi

;

��� :� &���� ���
����B

rc =

∫
r dm∫
dm

→ xc =

∫
x dm∫
dm

; . . .

�%&%& '������ �� �����
�� 
� ���� �����

����� ���"
� A������
� ���
������CB ��(����� ������
����

;�� �� ���� �� ���� 6 �� ���$���
�� ���
�� 2αB

xc = R sin α
α A������C

��� "��
�� �!��"��� ��� ����� ���B xc = R sin β
β

yc = 2R sin2 β/2
β

xc

2α

xc

yc

β

 ����� ���B  ����� ���B



�
�
 �
���	� �� ������� �


�%&%( '������ �� �����
�� 
� ���� ��!�
����

-�����$� ��������B ��
�����	�� ����������

=�����������B ��
�����	�� ������������

���
�� �� ���� �� ���� 6 ��
���$��� �� ���
�� 2α A������C B

xc = 2
3R

sinα
α

������
 �� ���� �� ���� 6 ��
���$��� �� ���
�� 2α A������C B

xc = 2
3R

sin3 α
α−sinα cosβ

��"��&�	� ���� �&��
 �� ���"��
A�����'C B

xc = 4a
3π

yc = 4b
3π

H���
�
�� ���� ������

"���%���� A�����)C B xc = 3

5a

yc = 3
8b

�%&%� '������ �� �����
�� 
� ���� ������

=�������"�"��B ��
�����	�� ������������

=����� �� ���������B
��(����� ������
���� ����
����� ���
���� �� ����
�
�
��� ��"��&�	���� %������

=������� �� �����B
�� � "�
���� �� %��� "� ������
��
�� ����
� ���
��� �� ����
�
� ��
%���� �� �<�&��

���
�� �&���� �� ���� 6 ��
:���	��� 3B

OC = 3
4

(
R − H

2

)
������
 �� �&��� �� ���� 6
�� :���	��� 3 A��� ��*C B OC = 3(2R−H)2

4(3R−H)

��	 (�
���� �� �������

�������
 �� ����	�� �
 ���� ���� :� ��"��
 �� � �!� ��
� ���� "���������
���
�� ������ "��
�������� ������
��� ��� ���"���� �� "�
��
�� ���
��	�� ���
&�	� �� �!��



�� ����	
��� �
 �����	����	��� ������ �� ��
��	����

xc

2α
C

R

xc

2α
C

R

 ����� ���B  ����� ���B

xc

C

yc

a

b

xc

C

yc

a

b

 ����� ��'B  ����� ��)B

H

O

C

 ����� ��*B
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 �
���	� �� ������� ��

I =
∑

miy
2
i ��� I =

∫
y2dm

���� I = k2m# "�����
��� k �� �����
� ���� �� ����	���
�������
 �� ����	�� �
 ���� 
������	� &�	� �� � �!� ��
� ���� "���������

���
�� ��"��&�	��� ������
��� :� ���� �� "��
� ������ ��"��&�	� �� "�
��
��
���
��	�� ��� &�	� �� �!��

I =

∫
y2dA = k2A

,����
�� �� ����	�� �� ���� ��"��&�	� ��� ���� ���" &�	� �� � �!� ��
�
���� �� �����
�� �� ����	�� &�	� �� � �!� "������� �� 
���� "��� ���
���
�� ����
�
� "��� "�
��
�� ���
��	�� ���
�� ���� ���� �!� :����	�
 �� ����
��"��&�	��# ���"��
�� �� ���� ���"�����

2!B

A

D

B

C

x0

y

y

A
I = I0 + x2

0A

unde A - suprafaţa ABCD

m
x0

y0

y0

y0

y0

y

y

I = I0 + x2
0m

 ����� ��+B

�������
 �� ����	�� ��
�� �� ���� ��"��&�	� �� ��������� &�	� �� � �!�
"��"���������� "� "����� ��"��&�	��� �� ��������� � ��"��&�	� "���� A ��
��
�



�� ����	
��� �
 �����	����	��� ������ �� ��
��	����

:� "����� xOy� ���� Ix �� Iy ���
 �����
��� �� ����	�� ��� ��"��&�	�� A &�	�
�� xx �� yy# �
���� �����
�� "���� �� ����	�� ��
� ���� �� ���� �����
����
�� ����	�� &�	� �� ���� ���� �!��

Ip = Ix + Iy



�	��
���� �

�����	
��	

��� )���������� 
�������! ������ �� �����������

������
��� �
������ �������� ���"������ &��� � ��� :� ����������� �&��
��
&��	���� �� �� ��������

,������� �%����
� � ���� "���
 ��
����� �� ������
� ���� ��
� "���%��
�� �� ��
������ :� ����� �����
 t "���	�� �� &�	� �� �� ��"�� �!� =���	��
"���
���� &�	� �� �� ���
�� �� ��&����	� ���� �� "��
� ����� "��� ���� ���
����
r ���� ��� �������� ���
�������

r = r(t)

;����
� &���	�� ���
������ 
��%��� �� �� ���
����# ���&���� A"���
�� ��
"��
� ���"� ��� ���
� "���	�� �����
��C# ���
� :� ����� �� ������%���� =������
���� ������
� ��� &���	��� r(t) ������� ��
��� �� ��������	�� "���
���� �� ��
�����
 t�

v = dr/dt; a = dv/dt; adr = vdv

���
v = ṙ; a = v̇ = r̈

5� ���
���� �� ��&����	� ���
�����# "���	�� "���
���� ��
� �����
� "���
��������
��� x, y, z ���� ���
 ����� �� "�����	���� ����� ���
���� r "� �!���
�����"����
����B

rx = x, ry = y, rz = z

5� ������� �"����	�� ��
� �
�� �� &�����
 ��������
� ���������� ��� �&������
��������
��� ���������� �� �&����� ���
 ����
� �� ���� ���
������ "��� ����	����
����
����B

��



�� ����	
��� �
 ������	���

��������
� ���������� ��������
� �&�����
x = ρ cosφ
y = ρ sin φ
z = z

x = r sin θ cos φ
y = r sin θ sinφ
z = r cos θ

z

y
x φ

ρ x

y

z

φ

θ
r

��	 ��
 �������� ������� �� ������������

>�
��� v �� ��
������ "��� ��������� :� ��"��
 �� 
��"�� � ���
������ ��
"���	�� rB

v = ṙ = ẋi+ ẏj + żk + xi̇+ yj̇ + zk̇

��� �������� �!���� i, j, k ���
 ���
��� ����
��	� A���
���� �� ��������
�
��
� �!C� 6����
� �� ������
��� ��� :� ��"��
 �� 
��"�� ���
 ����� ;�����B

v = ẋi+ ẏj + żk ⇒ vx = ẋ; vy = ẏ; vz = ż

;�������	�� a �� ��
������ �����<�� �� ���� ��� ���
���� �� "���	�� :�
��"��
 �� 
��"���

a = r̈ = ẍi+ ÿj + z̈k ⇒ ax = ẍ; ay = ÿ; az = z̈

&� ���
�����	  ���
	/
,������� "���
���� ��
� �����
� "��� ��������
��� r �� θ ���� ������� :�


��"B

r = r(t); θ = θ(t)

>������� ���� ������� �!��� "� ���� �� "�����
���� ���
���� ��
��� �� �����/
���	�� ���
 ρ �� n�

ρ = cos θi+ sin θj

n = − sin θi+ cos θj



�
�
 ������� ���	������� ��� ����	���� �'

=��� �������� :� ��"��
 �� 
��"�� �� �%	�� ��
��� �� ��������	��B
ρ̇ = θ̇n; ṅ = −θ̇ρ; r = rρ

v = ṙ = ṙρ+ rθ̇n⇒ vρ = ṙ; vn = rθ̇

a = r̈ = (r̈ − rθ̇2)ρ+ (rθ̈ + 2ṙθ̇)n⇒ aρ = r̈ − rθ̇2; an = rθ̈ + 2ṙθ̇

i

ρ

j

n

r

M(r, θ)

y

x

&� ���
�����	 ������
��	/

vρ = ṙ; vn = rθ̇; vz = ż

aρ = r̈ − rθ̇2; an = rθ̈ + 2ṙθ̇; az = z̈

&� ���
�����	 �.	
��	/

vρ = ṙ; vμ = rθ̇; vn = r sin θφ̇

aρ = r̈ − ṙθ̇2 + r sin2 θφ̇2

aμ = rθ̈ + 2ṙθ̇ − r sin θ cos θφ̇2

an = r sin θφ̈+ 2r cos θφ̇θ̇ + 2 sin θφ̇ṙ

��� (������  ���������� ���  ��������

�������� �����
���� ��������� ,������� ���� "���
 ��
����� ��
� ���
������ ��
���&���� ���� "���
�� �� ��"������� "� � ����� ����"
� ��
&�� :��<
 ��������
A�������C ��
���� �� ���<�� ����
��
�

;���<�� �� ���
�� �� ��&����	� ���
�����# � ����� �!� Ox �������� ��
����"
� "� ���� �� &��� ��������# ����B

vx = v0 = const.; y = 0; z = 0

2���	�� �������� ���
������ ��
�B



�) ����	
��� �
 ������	���

x = v0t+ x0

�������� �����
���� ������� �������� @� "���
 ��
����� ��� � �������
���
������ ���&��� �����
� ���� �� ��"������� "� � ����"
� ��
&�� :��<
 �������
��������	��� ���� ���<�� ����
��
�

ax = const.; y = 0; z = 0

ẍ = a = const.→ ��
������→ ẋ = at+C1 → ��
������→ x = a
t2

2
+C1t+C2

����
��
��� C1 �� C2 �� ��
������ ��� �����	���� ���	����B

t = 0→ x = x0; ẋ = v0

x0 = C2; v0 = C1

;�����B

x = 1
2
at2 + v0t+ x0

v = at+ v0

>�
��� �� "��
� �!"���� �� :� &���	�� �� �"�	��B

v =
√
v2
0 + 2a(x− x0)

�������� �����
���� ,������� ���� "���
 ��
����� "� �� ���� "��
� �
�
����
� ��� ��� ���"��# �
����<�� ��������
��� "����� (ρ, θ)� ���� ���
��	�
"������� �� "���
 ��
� s = s(t)# �
���� ��
��� �� ��������	���� ���
B

v = ṡ = Rθ̇ = Rω

aτ = s̈ = Rθ̈ = Rε

anu =
v2

ρ
=
R2ω2

R
= Rω2

���� ω = dθ
dt
��
� ��
��� ���$������ �� ε = dω

dt
��������	�� ���$�������

,������ ��������	��� ��
�B

|a| =
√
a2

τ + a2
ν = R

√
ε2 + ω4

���� �������� ��������� ��
� �������� ���
 ����%��� ����
������B

θ = ω0t+ θ0;ω = ω0; ε = 0



�
�
 ������� ���	������� ��� ����	���� �*

N
R

s

θ
O

ν

τ

T

v = Rω0; aτ = 0; aν = Rω2
0

6���	�� ���
�� ��
��� ���$������ �� 
���	��B

ω0 =
2πn

60
=
πn

30

���� �������� ��������� ��
� ������� ������� �
����B

θ =
1

2
ε0t

2 + ω0t+ θ0

ω = ε0t+ ω0

ε = ε0



�+ ����	
��� �
 ������	���



�	��
���� �

 ��	���	

%�� *����������

�������� �
������ �������� ���
������ ��
������ A"���
� ��
������# ���"���C
	��<�� ���
 �� &��	��� �!
������� �� �� ���� ����
����

=��%������ �������� ��� ��������� �� "�
 �������� ��
&��B

 
�"�	�� ��
	��� �� ������ &��	��� ���� ��	������� ���"�� ���
������# ����
����
��� �� �����	���� ���	���� ��� �������� A"���	��# ��
��� �� ��������	��C
�� �� �������
� ��
��������� �������� ����� � ���
������G

 
�"�	�� ��$	
�� �� ������
� �������� ����� � ���
������ �� �� ���� ��
��/
������� ���
������ �� &��	� �!
������� ���� ��
������ ��������G

 
�"�	�� ��0�� �� ������ � "��
� ��� &��	��� �!
������� ���� ��	�������
���"�� ���
������ �� ����� �����
����
��� ��� �������� ����� �� �� ��� ����/
���
� &��	� ��� ���
�� �� ������
��� ���������
� ��� ���������

%�	 ���
������  ��#��
���� �������� ��� ����
'
����  �������� 
������� ��#��

=��
�� �� "���
 ��
����� ��%��# ���&��� "�����"����� �� ������ �� ���������
����B

F = m · a
;����
� ����	�� �� ��� �����
� �� 	������ .�����	����� � ����������
 ��	� F ��"����# :� ����� �������# �� "���	��# ��
��� �� 
��"�

F = F (r, v, t)

�




�� ����	
��� �
 ��������

5� "��
������# &��	� F "��
� ��"���� �� ��� ��� ���� ��� �������� r, v, t�
2!��"��B

/ F = F (r)← &��	� ����
��� AF = −krC# &��	� �� �
���	�� ����������
/ F = F (v)← �����
��	� ������� F = −cv
/ F = F (t)← &��	� ����
��� � ���� ���$�
� F = α− βt
5� &���� ���
������ ����	�� &�������
��� � ��������� �� "��
� �����B

m
d2r

dt2
= F

(
r,
dr

dt
, t

)
��� "�����
�
� "� �!�B

/ :� ���
�� ���
�����B

⎧⎨
⎩

mẍ = Fx(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t)
mÿ = Fy(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t)
mz̈ = Fz(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t)

/ :� ���
�� ���������B

⎧⎨
⎩

m(r̈ − rθ̇2) = Fρ(r, θ, z, ṙ, θ̇, ż, t)

m(rθ̈ + 2ṙθ̇) = Fn(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t)

mz̈ = Fz(r, θ, z, ṙ, θ̇, ż, t)
��&���
� &���� ��� ����	��� &�������
��� � ��������� ��"�����
�# ��� "���


�� ������ ��
���
��# �� ���
�� �� 
��� ����	�� ��&����	���� �� ������� ���#
��<�� �� ���������
� 
��� &���	�� ������� �� 
��" (x(t), y(t), z(t)) ��� (r(t), θ(t), z(t))#
�
�� =����"��<�� �� ���
���� "��
� � ��
����
 ����	���� ��� ��"���� ��
"�����
��� t �� �� ���� ����
��
� �� ��
�������

x = x(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6)
y = y(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6)
z = z(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6)

;���
� �!"����� ��"�����
� 
�
�	�� ������
� � ���
������ �� ����	�� ��&��/
��	����� ����
��
��� C1, . . . , C6 "�
 � ��
������
� "��<�� �����	���� ���	����
��# ��"� ���# �����	�� �� ����
��

t = 0→ x = x0; y = y0; z = z0
ẋ = v0x; ẏ = v0y; ż = v0z

����	�� "��
������� � ���
������ �� ���� &����B

x = f(t, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z)
y = f(t, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z)
z = f(t, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z)

=��� ���������� 
��"���� t :�
�� ����
� ����	�� �� �%	�� ����	���� 
�����
�����
��% &����B

F (x, y, z) = 0;G(x, y, z) = 0 A���� ��"��&�	� � ����� ��
�����	�� ��
� 
�����
����C



�
�
 �������� ���� ����	 ��	����� ��� �������� ����	������

%�� (������� ����  ���� 
������� ��#�� ��# ����'
���� ���������  �� ���

�� ��������� �� ������� &��	� ���� ��	������� ���"�� "���
���� ��
����� ��
�
����
�
�� m · g# �����
� ���� ����
��
� �
<
 �� ������ �<
 �� �� �����	��� ��
���"
� �� ���
�� �� �!� ���
����� �� �������� :� "���
�� �� �������# �� �!�
Ox ������
��� �� �!� Oy ���
������

�� �� �����
 ��
 "� 
�����
����# "���
�� ��
����� ��
� ��	����
 �� ����/

�
�� �� G = m · g� 2���	�� &�������
��� � ��������� �� �B

m · a = m · g ��� a = g

=�����
<�� "� �!� �����
�B

ẍ = 0; ÿ = −g; z̈ = 0

����	�� �������� � "��%����� �� �%	��� "��� ��%�� ��
������ :� ��"��
 ��

��"��B

ẋ = C1; ẏ = −gt+ C2; ż = C3

x = C1t+ C4; y = −gt
2

2
+ C2t+ C5; z = C3t+ C6

�����	���� ���	���� "������ "���	�� �� ��
��� ���
B

t = 0 x = 0 y = 0 z = 0
ẋ = v0 cosα ẏ = v0 sinα ż = 0

5�������� :� ����	�� �������� �����
�B

C4 = 0 C5 = 0 C6 = 0
C1 = v0 cosα C2 = v0 sinα C3 = 0

����	�� ���
�
� A����	�� "��
�������C �� �B

x = (v0 cosα)t

y = −gt
2

2
+ (v0 sinα)t

z = 0

2���	�� z = 0 ���
� �� 
�����
���� �������� �� "���
�� ��
����� ��
�
"����� 2���	�� 
�����
����� �� �%	��� "��� ���������� 
��"���� ��� "������
���� ����	���



�� ����	
��� �
 ��������

y = − g

2v2
0 cos2 α

x2 + x tanα

-�����
���� ��
� � "���%���# ����	�� �� ���� �� ������ ��
���
��	� ������
��� ��!���# ������
� ������# �� �%	��� "��<�� �����	��

y = 0 �� "��
�<�� �������� x �= 0�

xmax = OA1 =
v2
0 sin 2α

g

y

x

A1O

v0

I�
��� ��!��� "��
�� ������� ��
��� ���	���� �� �%	��� "��
�� sin 2α = 1
����� "��
�� α = 45o�

5���	���� ��!��� �
���� �� ��%�� �� �%	��� ��� �����	�� dy/dx = 0�

dy

dx
= − g

2v2
0 cos2 α

2x+ tanα = 0

;�
&��# �� �%	��� �%����� "���
���� �� :���	��� ��!���B

x =
v2
0 sin 2α

2g
=
xmax

2

�� :���	���� ��!���B

ymax = y
(xmax

2

)
=
v2
0 sin2 α

2g

5���	������!��� "��
�� ������� ��
��� �� ������� �� �%	��� "��
�� sinα =
1 ����� α = 90o# ���� :� ����� �������� "� ���
������



�
�
 �
����� �� ���� ������	��� ��

%�� +������ �� #��� ����������

�����
 ������� �
������� ��
� �����
 �� "������� ������ ���
�� ���
���� &��	�
�� ���
���� ������
�� �� 
�����
������

dL = F · dr = F · ds cosβ = Ft · ds

r

P1

P2

dr

ds

β
F

�����
 ������� ����
 �� �%	��� ��
���<�� ������ ������� ������
�� "�

�����
���� "���
���� ��
�����B

L =

∫ s2

s1

F (s)ds =

∫ P2

P1

(Fxdx+ Fydy + Fzdz)

�� ��
� ���� �� ���� ������
�
� �� �������� &��	� 
�����	���� J ��"�������

s

Ft

s1 s2ds

=��
�� F = const. �����
� L = F (s2 − s1) = F ·Δs

�����
 ������� �����
 �� �������
 �� ��
�����



�� ����	
��� �
 ��������

LM =

∫ φ2

φ1

Mt · dφ

=��
�� Mt = const. �����
� LM = Mt(φ2 − φ1) = Mt ·Δφ�

������� ��
� ������ ������� �&��
��
 :� ���
�
�� �� 
��"�

P =
dL

dt

=��
�� � &��	� ����
��
� ���� P = F ·v ��� "��
�� �� �����
 �� 
�������
����
��
# P = Mt · ω�

6���	�� ���
�� ������ ������� �� "�
��� �� �%	��� "��� ��
������B

L =

∫ t2

t1

dL =

∫ t2

t1

P · dt = Pm · (t2 − t1)

���� Pm ="�
���� ������

����������
 ������� ��
� ��"��
�� ���
�� ������ ������� �
�� Lu �� ������
������� �
�����
 ��� �������
 Lc�

η =
Lu

Lc

��
�	�� ������ �������
 �� ���
���� �� ������

Mt =
P

ω

���� Mt �� ������� :� Nmm# "�
���� :� kW �� ��
��� ���$������ :�
rot/min �
���� ����B

Mt =
30

π
· 106P

n
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�	��
���� "

�����	��
���

,�� -#������ ��  ��#��
��� ����������� 
�����'
������

5� �������� 
����
���# ���"�� ����� ��
� ���������
 ������ 5� ��
��� :��� ��
�!��
� ���"��� "��&��
 ������G ��� �� ��&������� ��% ��	����� ����������# ���
�<�� ��&����	���� ��"����� �����
� ����
�# �� ��"�

6����
��	� ��
��������� ��
� �
���	� ���� ��
������ :� ������� "��"���
�
��
���"������ �� � �� ��&����# :� ���"�� �� � ��
������ ���� ��� �����
� ��� ��
���������� �"����
��

1%���
�� �����
��	�� ��
��������� "��
� � �����
 ��
&��B

/ �����
������� ���
�
�� �� ������ "��
�� � �����
� :� %��� �����	��
���������� ��
�G

/ ���� ����� ����
���	�� ���� "���� �� ���������� ��
��

5� &���� ��$���
���
� "��
�� ������# ���"����� �
����
� �� �����
��	� ��/

��������� �� :�"��
 :� 
��� ���"� ����B

.� ���"��� �� ���� ��� ��� ���������� ��
� "���������
� &�	� �� �������
�
���� A���"��� �� �%�� �����C� ;���
� "���� "���
� ��������� ��������
�� ����# ��� ������
��� ��� �����
���� �����
����
��� ���
B �!� �����
�/
������ �� ���	����� "����# "��"���������� "� �!� �����
��������

..� ���"��� ���� �� ���� ���������� ���� :� ���"���	�� �� � 
����� ��
����
� "����# ���� "���
� ��������� �� �
���# ������
��� �����
����
�����
����
��� ���
 &���� �� ������������ ��"��&�	�� ������� �� ��������
������
� "��"��������� "� ��"��&�	� �������� 2!��"�� �� ��
&�� ��
"���� ���
B "���� "����# :�����
���# ����# 
�%���# ���%����# �
��

�*



�+ ����	
��� �
 ��������	���

...� ���"��� ������# ��<�� 
��
� ���� 
��� ���������� �"��!���
�� �� �������
����� �� ������� 2!��"��B %��� �� ���� �� ������	�# 
�%��� �� "���	�
�����# ������� �� 
��%�������# %������ �� &����	��# �
��

Bare Plăci

Corpuri masive

�
����� �����
��	�� ��
��������� ��
� ���
 ��� ���"�� "��
�� %��� ���<

"��
�� "���� �� ���"��� ������� �� �����# �� �
������ :� ������
 %�����#
:� 
��" �� "��
�� "���� �� ���"��� ������ �� ��� ����� ����� ������	�� ��
%���� 5� "���
��� ������������# �� ���� ��� ���
� ���# "��%������ ���� ��"��
�������� 
���������� �� ��&����	����� ���� "���� �� 
�" "���� ��� ���"��� ������
�� ������� �� �(�
���� ��
������ �������� A��
��� ������
���� ���
C "���
�
�������� ���� "������� �"��������
��

,�	 .$������ �������

,������ �&��
���� ���
��%��
# �"����
 "� ���
�
�� �� ��"��&�	� ��� ���� ���	�/
���� ���� ���" �� �����
� ����� �������

p =
dF

dA

;����
� ������ "���
� �� ��������� ������ �� ���
�����



�
�
 ���
������ �� ��������� �


F

p

τ

σ

dA

2&��
�� ���
�� p "��
� � ������"�� :� ���� ���"����
�B "� �����	��
�������� �� ���	���� J ������
 ������ �����
# σ J �� "� �����	�� 
�����
� ��
���	���� J ������
 ������ ������	��
# τ � 2&��
�� ���
�� σ ��"�����
� �� �&��

�� ��������� ��� ������
���� :� 
��" �� �&��
�� ���
�� τ ��"�����
� �� �&��

�� ������! ��������� 
�� 
��������

,�� ��$��
���� �� �� ������

5� �
����� ���"������ ��&����%��� �� ������� � ����� �� ������ ���� �����
��/
������ �
���� ��� �� ��&����	��B

.� "
������� 
�� �������	�� 
���� ��

��������<�� � %��� ������
�
� �� :�
������ ��% ��	����� ���� &��	� �!
�/
������# �����
� ��&��� � ��&����	�� ����
��� ����
� 
������ (Δl = l1−l0)�

F F

l0

l1

@��
�
�� �� ������� � %���� ����
�# ��% �&��
�� ������
���� �� :�
������#
�� ���
�
�
��B

ε =
Δl

l0
=
l1 − l0
l0

���� "���
� ��������� �� �
������ ��� �������	�� 
���� ���



�� ����	
��� �
 ��������	���

..� ��������� 
���� ��

�� ��������� �� ������
 �� ����� "�������"�"���� ABCDA1B1C1D1�
=� &�	��� ������
� :� ����� (ACA1C1, ABA1B1, BDB1D1, CDC1D1) ��	�������
�&��
����� ���
��� 
�����	���� τ � ���� �� ��������� &�	� ABA1B1 ���/
%���# �
����# ��� ����� �&��
���� ���
�� τ # &�	� CDC1D1 ������ "������
�� �� :����� �(���<�� :� "���	�� C ′D′C ′

1D
′
1� ��������� "��
� � ��/

����
� "��� ���$��� γ ���
�� &�	��� AA1CC1 �� AA1C
′C ′

1� ;���
 ���$�
"���
� ������ �� 
������� 
���� ���

A B

A1 B1

C D

C1 D1

C ′

C ′
1

D′

D′
1

γ γ

τ

τ

τ τ

...� ���
�
���

5� �������� "��������� �� ��&����	�� � ���� ���" ��(���
�
�� "���
����
���� :�� ��$��%� "���	��� ������ "������ �� �� "���
 �� ���"���� :�

��"�� ��&������� "���
� ������ �� ���
�
����

,�� ����� ��� /��0�

6���	�� ���
�� ��&����	�� �� �&��
��� ���
��� ��
� ��
� �� ����� ��� 3��4�B

σ = E · ε ��� "��
�� �&��
��� 
�����	���� τ = G · γ

����� ���
� �� "<�� �� 
����� �� ������	����
����� ���������� ���
 "��/
"��	������ �� �&��
����� ���
����



�
�
 ����� ��� �

�� ��

εεr

σr

σ

σc

σp
σe

 ����� )��B ���%� �����
����
��� � ��
���������

/ σp J ����
� �� "��"��	������
�
�

/ σe J ����
� �� ����
���
�
�

/ σc J ����
� �� �������

/ σr J ����
� �� ��"��� A�����
��	� �� ��"���C

/ εr J ��������� �� ��"���

/ E J ������� �� ����
���
�
� A����
�
 
�� #����C

/ G J ������� �� ����
���
�
� 
����������

����
��� ���
�� ���� ���� ������ �� ����
���
�
� ��
� ��
� �� ����	��B

E = 2G(1 + ν)

���� ν J ��������
�� �� ���
���	�� 
����������� ��� ��� ������
 
�� ���

���



�� ����	
��� �
 ��������	���

-�%��� )��B >������� E,G, ν "��
�� ����� ��
������ ������

2K,=�L MK,=�L ν
1	�� 1, 9÷ 2, 1× 105 7, 8÷ 8, 2× 104 0, 25÷ 0, 35
 ��
� 1, 15÷ 1, 6× 105 4, 5× 104 0, 23÷ 0, 27
;������� 0, 67÷ 0, 71× 105 2, 4÷ 2, 7× 104 0, 32÷ 0, 36
I���� 1, 15× 105 4, 2× 104 0, 32÷ 0, 35
I�
�� 0, 15÷ 0, 23× 105 J 0, 16÷ 0, 18
������� 8 J 0, 47
=��
� 6 J 0



�	��
���� #

������
��� ������ $� %	��

1�� 2��������� �� ��
 ��������

���� ���"�� ���� %��� ���"
� �� �"����# "� �!� ���
����� �� ����
�
�# &��	�
����(�
� :� ������ �!�� A&��	� ������� "� ���	����C# �� ��
� ������
�
� �� :�
��/
���� ��� ���"�������� ���� :� ������ �!�� %���� ���
 �"����
� ��� ���
�
&��	�# ��
� �������� ����
���	�� ���� �������� � ���	�
�� �$��
� ���� �� ���
�
:� �� ���	���� &��	��� �!���� ���
 ��!����

5�
�/� ���	���� ��������# &��	� �!���� ��
� ���� "�����	����� "� �!� %���� �

�
���� &��	���� ��
��
� �� � "��
� � ���	������ ���� :� %��� �� &��� � ���	����
������� "� �!�# &��	� �!���� N "������ :� ���	���� �&��
��� ���
��� σ# ��
������� ���� �� ��� �� "��
� ����� �� &��	� ��� ���	���� ��
� �����
��
� &��	����
σ · dA "� 
��
� ������
��� ���	�����B

N =

∫
σ · dA = σ

∫
dA ��� σ =

N

A

;����
� ��
� ����	�� &�������
��� � ������
���� �� :�
������ �� ���"��������

�	.�
����� �� �	 ����
�
���&��� ����� ��� 3��4�# ��������� ��� ����
���� �"������ ��
�B

ε =
σ

E
=

N

EA

=��
�� � %��� �� ������� l# �������� ��
�B

Δl =

∫
l

N dx

EA

���� %��� ��� ���	����� ����
��
� ��� E �� N ���
 ����
��
� "� 
��
�
�������� %����# �
����B

��



�� ����	
���  
 �
����	��� ������ !� ����

Δl =
Nl

EA
= ε · l

��� ����	�� N = σA# :� &���	�� �� �������� ���� �� ������ �����
� ���
��� ����
������ ������
�B

.�  ������ �� ������������B

Anec =
N

σa
σa = �����
��	� ������%���

..�  ������ �� ���������B

σef =
N

Aef

≤ σa

...� ��
��������� &��	�� ��"�%��� ��� ������%���B

N = Aef · σa

1�	 ���$������

������
���� ���"�� �� &��&����� ��
� "������ �� &��	� 
���
����� ���� ���"��
���� %��� ��	������� &��	� :� "���� "��"���������� "� �!� %����# ����
�� "��/
��� �&��
��� ���
��� 
�����	���� τ � 5� "���
���# ������
���� �� &��&����� ��
�
:���	�
� �� ������ �� :���������# �
������ �� :�
�������

1 %��� �� ��������� ������
�
� �� &��&����� ���� "��"��������� "� �!� ��
��	������� ���� &��	� ���
��%��
� ������# ����� �� �� ���� ���
���# �� � ���
��	�
&���
� ���� :�
�� ��"��
����� ����

T

T

Δs



 
�
 !��
�
����� �'

5� �������� �� &��&����� �� ����
� �"�
��� ���"�����
���� � ��"��
�	��� ���/
&���� � �&��
������ ���
��� 
�����	���� "� ��"��&�	� ���	����� �� &��&������ =�
%��� ����	��� �� ��$������	� ���
�� &��	� 
���
���� T �� �&��
�� ���
�� 
�����	���
τ ��� ���	����� �� &��&����� ��:�� ���� A# �� "��
� �����B

T =

∫
A

τdA = τ

∫
A

dA = τ · A

�� ���� �����
� ����	��B

τ =
T

A

;����
� ��"�����
� &������ �� %��� :� �������� ������	����� �� &��&�����
�� "������� �� ���	���� 
����������� �����

��� ����	�� τ = T/A �����
�# :� &���	�� �� �������� �������
�# ��� ���
����
������ ��
��	��B

.� �������� �� ������������B

Anec =
T

τa

..� �������� �� ���������B

τef =
T

Aef
≤ τa

...� �������� �&��
���� ��"�%��B

Tcap = Aef · τa

1�� 2����������

���� ���"�� ���� %��� ��	������� �� �����
 :�������
�� ����
��
 ��/� ���/
��� ��# :� ����� ���	���� � %���� �"�� ����� �&��
��� ���
��� ��������

���� �����
�� :�������
�� ��
� "����� �� &��	� 
���
���� A��
��
� :� "����
"��"���������� "� �!� %����C :� ���	������ %���� �"�� �&��
��� ���
��� �������
σ# "������ �� �����
�� :�������
��# �� �&��
��� ���
��� 
�����	���� τ # "��/
���� �� &��	��� 
���
����� 5� �!��"��� ��� ����� *��# "��� ��&������# "��
��
��"������� � %���� �� ���"���� ��� "��
�� ��&������� �� �������
�� ����� ����
����
� ���
���� �� ����
�
� ��� 
�
���� ���	������� �� �����
�  ��� ����� �

����� �� ���<�� �� ������� ����$��%�
��
=� ���	����# �&��
����� ���
��� ������� ��"� ���%� �����
����
��� � ��
�/

��������B
σ = E · ε → σ(y) = E · ε(y)
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���  
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����	��� ������ !� ����

alungire

comprimare

σ tracţiune

σ compresiune

x

M M

T T

T T

 ����� *��B 5���������� %������

��� ��&����	�� ε �� ��
� ����
��
� "� 
��
� ���	�����G �� ������� ������
�� �� ���"�������� ��!��� "<�� �� ��������� ��!��� 
���<�� "��� ���� :�
���"
�� �%��� ������ �� �������� �&��
����� ���
��� ���
 ���� :� �!� ���
��#
����� ������ �� ���
��	� &�	� �� �!� ���
�� �� ���
 ��!��� :� �%���� �!
����
��� ���	����� A���� ���
��	� y# &�	� �� �!� ���
��# ��
� ��!���C�

>������� �&��
���� ���
�� σ :� ����� "���
 �� ���	����� ��
� ��
� �� &������
��� %����� B

σ =
M

Iz
y

���� Iz ��
� �����
�� �� ����	�� �!��� &�	� �� �!� zB Iz =
∫

A
y2dA�

5� ��������� �� �����
��	� �� ��
�������� :� �"����� �������� ��� ��� ����
� �&��
���� ���
�� A���� �� "������ :� �%���� �!
����C�  ������ ��� 0�����
������ :� ����
 ���B

σmax =
ymaxM

Iz
=

M

Wz

���� Wz = Iz/ymax �� �����
� ����� �� �����
��	� �� :����������
5� &���	�� �� �������� ���� �� ������ "�
�� ����B

/ &������ �� ������������B

Wnec =
M

σa



 
�
 !��
�
����� �*

-�%��� *��B ,����
� �� ����	�� �� ������ �� �����
��	� "��
�� �<
��� ���	����
�� %���

b

h

y

z
D

y

z D

y

z

d

Iz
bh3

12
πD4

64
π
64

(
D4 − d4

)
Iy

hb3

12
J J

zmax
h
2

D
2

D
2

ymax
b
2

J J

Wz
bh2

6
πD3

32
πD3

32

[
1− (

d
D

)4
]

Wy
hb2

6
J J

/ &������ �� ���������B

σef =
M

Wef

≤ σa

/ &������ �� ������ � �����
���� ��"�%��B

Mcap = Wef · σa

)�����
����� *
����� ����	��
�� �
 +�	� �����

=��� ������
���� �� :��������� %����� ���"
� �� ��&������� �� ��� &���� ���%��
�
����� �� &��� ���"�� �!�� %���� ���� :� ���� ��&����	��� "���
� ���������
��  ��� ����� ��������� ��� 
���� �
�
���� � ������ =��� ������� �� �������
�
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����	��� ������ !� ����

�
�%������ &����� �%��� ����� ��&����
� ��N��� ��
��������� ��"��������� "��/
���� :� ���"
�� ���� ���	����� 5�
�/� ���	���� ��������# �������� ���� ���/
��
�������� �
���� �� ��&����	�� ���
 
������ v �� ���$��� φ� �
����� ��&��/
��	����� ����
� :� �9���� &���	����� v = f1(x) �� φ = f2(x)�

ρ
1
ρ = dφ

dx

vφ

x

l

x

6���	�� ���
�� v �� φ ����� :�
�� ��"������� 
����������� A��� �����
�C ��
���$��� �� :�������� � �%��� ����� ��
�B

φ =
dv

dx

��� ���� ���� ����	�� �� ��� ����	�� ���
�� �����
�� �� :��������� �� ��
����
�"������ � �%��� �����

(
M = EIz/

dφ
dx

)
�����
� ����	�� ��&����	���� �"��!���/


��� � �%��� ����� ��&����
�B

d2v

dx2
≈ − M

EIz

���� � %��� ��� ������
�
�� �� :��������� EIz ����
��
� �����
� ����/

������ ����	�� ��&����	���� �"��!���
��� �� ����� ��"����� ��� �%��� ����� ��/
&����
�B

d3v

dx3
≈ − T

EIz
, ���"��
��

d4v

dx4
≈ p

EIz

���� M ��"�����
� �����
�� �� :���������# T &��	� 
���
���� �� p � �������
������� ���&��� ���
��%��
��

1�� 3��������

6�������� ��
� ������
���� ���"�� ���� �"��� ��
���
� �!��
��	�� :� ���	������

����������� ��� "����� � ���� �����
 �� �������� A
�������C Mt ��<�� ���/

���� �����
�
 :� ������ �!�� �����
�������� =������ ������
�
� �� �������� ���
B



 
�
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γ

dφ

R

Mt

dx

xO

 ����� *��B 6�������� ���� ������
 �� ������� dx ���
�/� %��� ���������
:����
��
� �� �� ��"�
 �� :������
� �� �����
�� �� �������� Mt �� �������

��"�


��%����# �������� ����������# ����� ������
�# ��������� �� ��
���$�����# ����
������� �� ����������# �
��

;����
� ������
��� ��
� "������ �� &��	��� ���� �� :�
<����� �!� %����#
���"��
�� ���� �� ���
 "������� �� ���

�������� �� �����
��	� �� �� ������
�
��� �������� ��
� ���"�� :� ����� ���	�/
������ ��������� ��� ������� �� ������ "��
�� ��
� &���� �� ���	�����

5� ����� ��%������ �� 
���������# :��������� �!
������� ��
� ��
� "��� "�
/
���� P �� 
���	�� �� ����� n# ��� �������� �����
���� �� �������� �� &��� ��
����	��B

Mt = k · P
n

[N ·mm]

���� k = 9, 55× 103 ���� P ��
� ��
 :� kW �� n :� rot/min�
=��
�� � %��� �� ���	���� ��������� ��� ������� �� "��
� �����B

γ = r
dφ

dx

�/� ��
�
 �� θ ������
 �� ��
����� 
���� �� A���$��� �� ���� �� ��
���#
��� &�	� �� ������
�# ���� ���	���� 
����������� ���
��	�
� �� � ���
�
� ��
�������C�

����� ��� 3��4� "��
�� �������� ������B

τ = G · γ = Grθ

�� "��
� �%����� �� �&��
����� ���
��� 
�����	���� τ ���
 ���� :� ���
���
���	����� (r = 0) �� ������� ������ �� ����# ��<�� �������� ��!��� �<���



'� ����	
���  
 �
����	��� ������ !� ����

2R

O

τ(r)

τmax

 ����� *��B >����	�� �&��
���� ���
�� 
�����	��� "� ���	����� ��������� � ����
%��� ������
�
� �� ��������

���
���� ���	�����B
τmax = Gγmax = GRθ

����
��� ���
�� �����
�� �� �������� Mt �� �&��
�� ���
�� 
�����	��� τ
�� �%	��� ��� �����	�� �� �����
�
� ���
�� �����
�� �� �������� �� ���� ��/
���
���� τdAr "������ �� 
��
� &��	��� ������
��� &�	� �� ���
��� O�

Mt =

∫
A

τ dA r =

∫
A

Gr2θdA = Gθ

∫
A

r2dA = GθIp

6����
� �� Gθ =
Mt

Ip
���� Ip ��
� �����
�� �� ����	�� "����

5�������� :� ����� ��� 3��4� "��
�� �������� �� �%	���B τ =
Mt · r
Ip

2&��
�� ���
�� ��!�� �� �%	��� "��
�� r = RB τmax =
MtR

Ip
=
Mt

Wp

���� Wp = Ip/R ��
� ������� �� �����
��	� "���� �� ���	������
=��
�� ���	���� ��������� �����
�� �� ����	�� "���� �� ������� �� �����/


��	� "���� ���
B

Ip =
πd4

32
; Wp =

πd3

16

.�� "��
�� ���	���� �������B

Ip =
π

32

(
D4 − d4

)
; Wp =

π (D4 − d4)

16D

6���	���� �� ������ "��
�� ������������# ��������� �� �����
 ��"�%�� ���
B



 
�
 ��������� '�

/ ������������B Wp nec = Mt

τa

/ >��������B τef = Mt

Wp ef
≤ τa

/ �������� �����
���� �� �������� ��"�%��B Mt cap = Wp efτa

)�����
��
 �� ����	���

@��$��� �� �������� �"������ ��
�B

θ =
dφ

dx
=

Mt

GIp

=� �� ��
� "��
�B

dφ = θdx⇒ dφ =
Mtdx

GIp

dφ J ���$��� �� �������� �� ���� ������
 �� ������� �����
 ���� (dx)�
.�
���<�� "� � ������� ��
� l# �� �%	��� ��&����	�� 
�
���B

Δφ =
Mtl

GIp
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4�� *����������

5� ��"�
���� ��
����� �� &��
 �
����
� %��� :� � ����� ���	���� 
�����������
�"��� ����� ���� ��� �&��
����� �� 
���	���� J ���"������� ANC# &��&����� AT C#
:�������� AMiC ��� �������� AMtC� 5� ����
� %��� �� ���
��� � ������
��� ���"���
5� "���
��� �� :�
<�����# :� ���� ��� ���
� ������# %��� :� � ����� ���	����

����������� �"�� ���� ��� ��� ���
� �&��
��� �����
��� 5� ��
&�� �� ������
�� �"��� �� :� ����
� %��� �� ���
��� � 
�
������� �����
�� ��� ���%������
����� "�
�� �&��
���# �� ���������� ����
������ ��
������ �� ������
��� ���"���B

/ ������
��� ��
���
� ��	����� �����
��� � �&��
������ �� 
���	���� J ���/
"������� �� :��������� ���� "����� :� ���	���� ����� �&��
��� ���
���
������� σG

/ ������
��� ��
���
� ��	����� �����
��� � �&��
������ �� &��&����� �� �� ��/
������ ���� "����� :� ���	���� ����� �&��
��� ���
��� 
�����	���� τ G

/ ������
��� ��
���
� ��	����� �
<
 � �&��
������ �� 
���	���� J ���"�������
�� :���������# �<
 �� � �&��
������ �� &��&����� �� �������� �� ���� "�����
�&��
��� ���
��� ������� σ �� 
�����	���� τ �

�
����� ������
������ ���"��� ����
� :� ��
��������� �&��
���� ���
�� �����/

��
 �� :� �
�%������ ����	����� �� ������������ ��� ����������

4�	 2��������� ��� ��
 �������� ����������

��������<�� � %��� �� ���	���� ����
��
�# :�
�/�� "���
 �������� ��� ���	�/
���� %����# ��
��
 "� � �!� "�����"��� �� ����	�� A�!� � �!� �� ����
���C ��

'�



'� ����	
��� "
 �
����	��� �
�����

F

σ′ σ′′ σ

e
z

y

F

N σ(yN ) = 0
yN

 ����� +��B 5�
������� �� � &��	� �!���
����

�"���� � &��	� ������� �� :�
������ F � ;����
� &��	� "������ "� :�
�����
���	���� �&��
��� ���
��� σ′ = F/A# ��� �����
�� :�������
�� ��
���
 �!���/

����
�	�� e � "���
���� �� �"����	�� � &��	�� "������ �&��
��� ���
��� ��
� ��
������ ��� 0�����B

σ′′ =
yMz

Iz
=
yeF

Iz

=��� :�������� �&��
���� �� �9� �&��
�� ���
�� �����
��
B

σ = σ′ + σ′′ =
F

A
+
yeF

Iz

�� ������ � ��	����� �!���
���� � &��	�� F # �!� ���
�� �� ��
� ��� ���
���
�� ����
�
� �� 
���� "��� "���
�� N # � ����� "���	�� yN ��
� �%	���
� ���
�����	�� �� �&��
 ���
�� ���B

0 =
F

A
+
yNeF

Iz
⇒ yN = − Iz

eA

2&��
�� ���
�� ��!�� �"��� :� �%�� �!
���� ��� �"��"����� "���
���� ��
�"����	�� �� &��	�� F �

σmax =
F

A
+
ymaxeF

Iz
=
F

A
+
eF

Wz

5� ����� �������# �<�� &��	� F ��
� �"����
� :�
�/�� "���
 ��������B(y0, z0)
�� ���	�����# "��� ��������� ���
������ �� &��	� :� ��"��
 �� ���
��� �� ����
�
�



"
�
 !�	������� ��� �
���������� �#���	���� ''

�� ���	�����# �����
� � &��	� �!���� N = F �� "���
�� �� �"����	�� :� ���
���
�� ����
�
� �� ���� �����
� �� :��������� Miz = Fy0 �� Miy = Fz0�

2&��
�� ���
�� �����
��
 :�
�/�� "���
 �������� �� ���	����� ��
�B

σ =
F

A
+
yy0F

Iz
+
zz0F

Iy
=
F

A

(
1 +

yyoA

Iz
+
zz0A

Iy

)

2���	�� �!�� ���
�� �� �%	��� ��� �����	�� σ = 0B

1 +
yyoA

Iz
+
zz0A

Iy
= 0

10	� ��2��
	/
�� �� ������������ %��� ��� �����# �� ���	���� ���"
���$������ �� h =

1, 5b ���� �� ������B P = 20kN, α = 30o, l = 2m, σa = 100MPa�

l

P
α

h
b

���	����� "���������� ��
� :� :����
����# ���� �!��
� �� �����
 :����/
���
�� M �� � &��	� �� :�
������ N B

M = P sinα · l = 20000 · 1
2
· 2000 = 2× 107N ·mm

N = P cosα = 20000 ·
√

3

2
= 17300N

;��� ���	����� �� ������� �� �����
��	� �� �!"�������B

A = b · h = 1, 5b2;W =
bh2

6
=

2, 25

6
b3 = 0, 375b3

 ������ �� ������������ ��
�B

σ =
N

A
+
M

W
=

17300

1, 5b2
+

2 · 107

0, 375b3
= 100MPa

�� ���� �����
�B 0, 375b3 · 17300 + 1, 5b2 · 2× 107 = 1, 5b2 · 0, 375b3 · 100

��� b3 − 115, 3b− 533333 = 0

���� ��� ���� �������� ���"��!� �� ��� �����B b = 81, 57mm �� ���"
�B
b = 82mm �� h = 123mm
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4�� 2��������� �� ��������

@� �!��"�� �����
 "��
�� ������
���� ���"��� �� :��������� �� �������� :�
��"�����
� ��%���� ���������� ;�
&�� �� "���� �� ������� �� �(�
���� �!"��������
�&��
������ ���
��� ��$������
��

=���� �
�"� �� ������ � ����
�
��� ��
��������� ��"���
� � �&��
������
���
��� σ �� τ � ;���
�� "�
 �����
� ��� ������
��� ���"��# ���� �������
� ��
����	���� �������
�B

/ "��
�� �&��
��� ���
��� �������B

σ =
N

A
��� σ =

M

W
��� σ =

N

A
+
M

W

/ "��
�� �&��
��� ���
��� 
�����	����B

τ =
TS

bI
��� τ =

Mt

Wp
��� τ =

TS

bI
+
Mt

Wp

��"� �� �/�� �9�
 �������� �� ������ "��
�� σ �� τ :� "���
�� ���������
#
�� �"���� ��� ��� ���� "�
�� 
����� �� �����
��	�B

.� -����� �&��
���� ���
�� ��!��

σech = 0, 5σ + 0, 5
√
σ2 + 4τ 2 ≤ σa

..� -����� ��&����	����� �"������ ��!���

σech = 0, 35σ + 0, 65
√
σ2 + 4τ 2 ≤ σa

...� -����� �&��
���� ���
�� 
�����	��� ��!��

σech =
√
σ2 + 4τ 2 ≤ σa

.>� -����� �������� �� ��&����	��

σech =
√
σ2 + 3τ 2 ≤ σa

5� ����� ��%������ �� �����
��� d ������
�	� �� :��������� �� �������� ����B

σ =
Mi

Wz
=
Mi

πd3

32

τ =
Mt

πd3

16

=
Mt

2Wz

���&��� 
������ � .../� �����
�B

σech =
√
σ2 + 4τ 2 =

√
M2

i

W 2
z

+
4M2

t

(2Wz)2
=

√
M2

i +M2
t

Wz
=
Mi ech

Wz

���� �/� ��
�
 Mi ech =
√
M2

i +M2
t �
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4�� 3������� �� $��$�����

@� �!��"�� ��� :�
<���
 �� "���� ������
�
� �� �������� �� &��&����� ��
� �����
���������� 5� ����
 ���# �����
�� �� �������� �� &��	� 
���
���� ���
B

Mt = F · R �� T = F

d

F

R

>������� ��!��� � �&��
���� ���
�� 
�����	��� ��
���
 ��������� ��
�B

τ1 max =
Mt

Wp

=
FR
πd3

16

2&��
����� ���
��� 
�����	���� "������ �� &��	� 
���
���� ���
B

τ2 =
F

A
=

4F

πd2

=��� ��"��"������ �&��
����# �&��
�� ���
�� 
�����	��� ��!�� ��
�B

τmax = τ1 + τ2 =
16FR

πd3
+

4F

πd2
=

16FR

πd3

(
1 +

d

4R

)

��� τmax = τ1

(
1 +

d

4R

)



'+ ����	
��� "
 �
����	��� �
�����



�	��
���� '

������
��� (	��	%���

5�� +������ ��������

5� ��(���
�
�� ��������� �� ������ ��������� �"����
� ������� :� 
��"� ��
�"��� �� "������ ���
 ��"��� �� 
�
������� �������
�� 5� &���	�� �� ����� ���
������� :� 
��"# ������
����� �����%��� "�
 �B

/ 
�
������� �
�������# �� ���� �� �� "��
� �
�%��� � ������ �� �����	�� ��� �
"��������
�
� A�!� ������
��� :� "������ ���"����
� ��� ��
���$��������#
����������# �
�CG

/ 
�
������� ��������� ���� �� "����� ��"� ��
������ ������
� �� 
��"� ��
�<���� ���# ������
����� "�������� �� "�
 :�"��	� :� 
�
������� 
��	������

A�� ���� �&��
����� ������� :�
�� � ����
� ��"������� �� ��� ��&�������C ��

�
������� ��
��	������ A�<�� �&��
����� ���
��� ������� �� ��"��
�����C�

������
����� �����%��� ��"�
�
� �� �� ����� ���� �� ��� �� �� �&��
 ��/
&�����%�� ���"�� ��"���
�	�� �� �����
��	� � ��
���������# :� ���"���	�� ��
���"��
���� ��� �� ������
��� �
�
���� ;���
 &������ "���
� ��������� ��
���
��
� � �������
�
���

��� ����� ���"��!�
�	�� ����������# �� "��&��� �� "������ ��"��� �� �����/
�
��� �����%��� �� �� ����������
� �� �� �<�� �� � ��"��� �� ������
��� �
�
���#
�"���<�� �� ��������
 �� ������	� �%	���
 ��� �������� "��"���/��� �� �%�������

>����	�� �&��
���� ���
�� :� 
��"�� ���� "������� &������� �� ������ 6����/

��	� ��
��������� �� ������
��� ������� A�����%���C ��
� ��9���	�
� �� �������� ��
������ �&��
���� ���
�� ��!�� σmax �� � ����� ����� σmin� ���� �� ������
�
�&��
�� ���
�� ��!�� �� ����� �� �������� �� "��
� ��
������ � ������� ���/
�
��
� � �&��
���� ���
�� ����
� ����� ���
�
��#

σm =
σmax + σmin

2

'




)� ����	
��� $
 �
����	��� ���������

σ

t

σmax σmin

σ

t

σmax σminσm

Solicitări aleatoare Solicitări periodice

σ

t

σmax σmin

σ

t

Soicitări staţionare Solicitări nestaţionare



$
�
 ������� %&���� )�

�� � ������� � �&��
���� ���
�� �����%��� ����
� ��"��
������ ��������#

σv =
σmax − σmin

2

������<�� �������� σm �� σv �� "�
 ��
������ σmax �� σminB

σmax = σm + σv

σmin = σm − σv

6�"��
�� ���
�� �&��
�� ���
�� ����� �� ��� ��!�� "���
� �� ������� ��
��������
 �� �����
��� �� �������� �� �� ��
���� �� R = σmin/σmax�

��"� ������� ��������
���� �� �����
��� �� ���
���B

/ ������� 
�������� "��
�� ���� σmax = −σminG σm = 0G σv = σmax ��
R = −1G

/ ������� �
�������� �� ���� R �= 1�

��"� ������� �&��
������ ���
��� ����B

/ ������� �
�������� �� ���� �&��
�� ���
�� :�� ��$��%� ������G

/ ������� �
��
���� �� ���� �&��
�� ���
�� ���<�� 
�
 
��"�� �� �������
�����

@� ����� �������
 "��
� � "���
�� ��� ����
��� �<�� ��� ��� ����
���
�&��
���� ��
� ���� ������ �� �����
� ��

��� ������� (R = 0)�

5�	 ���#��� 67"���

�����
����
��� �������� � ���� ��
����� �� ������
��� �����%��� ��
� ����
���	�

� ���
��
� �� �� "��
� ��
������ "��� ��� ���
� ��
���� 1 ��
��� �������#
�����
� �� ��
�������� � �����
��	�� �� �%������ ��
� ��
��� 78$���# "���
���� �"����
��� �� ������
� �� ������� ��
�����
 ����
����� ��"� ��
��� 78$���
�����
��	� �� �%������ �� ��
������ "��� ����
������ ���/����
���� ����� ��

���
��
��
5�
�/� :�������� 78$���# "���� ��� ����� �� �"����
� �� :������� �� ��

�&��
 ���
�� ��!�� �� �"��!���
�� 40% . . . 60% ��� �����
��	� �� ��"��� AσrC�
2"����
� �� ��"� ��"� �� �����
 ����� �� ������� AN1C� @���
������ �"��/
��
� �� :������ �� �&��
��� ��� �� :� �� ��� ����� �� ����
�
� �� ������<�� "�
σmax �� �����
� ������� �� ������� "<�� �� ��"���� �� � �����
� ������� �



)� ����	
��� $
 �
����	��� ���������

σ

σ1

σ2

σ−1

N1N2 NB N cicuri

 ����� 
��B ���%� �� ����%���
�
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:�
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1���� ��
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��
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��� �� ��"� &���� ������
����� ���� ��� �������
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���� �� "�����
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��	��� ��
�%������ "���
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���� �� �����
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/ σ−1 J �����
��	� �� �%������ "��� ����� ����
��� �� :���������

/ σ−1t J �����
��	� �� �%������ "��� ����� ����
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/ τ−1 J �����
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Kf =
σR

σRk
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��� ��� σRk � ����� ��
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����� ����
=��
�� � �� 	��� ����� �� ��9���	� ������������� "�����# �� ��
������ :�
������� �� ��������
 �� ������ epsilon# �����
 �� ��"��
 :�
�� �����
��	� ��
�%������ � �"����
�� ��
��� �� �����
�� d �� �����
��	� �� �%������ � �"����
��
�� �����
�� d0 A7 . . . 10mmC�

εσ =
(σ−1)d

(σ−1)do

��� ετ =
(τ−1)d

(τ−1)do

��������
�� ����������� ε ��
� ��%���
���
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σ−1p

σ−1

:� ����B σ−1p ��
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�� ��<�� ��"��&�	� �� �
"��������� ��������G σ−1 J �����
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������
���� A:�
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c =
σmax L

σmax
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c =
σ−1

Kf

ε·γ · σv
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cσ =
1

Kfσ

εσγσ

σv

σ−1
+ σm

σr

��� cσ =
1

Kfσ

εσγσ

σv

σ−1
+ σm

σc
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cτ =
1

Kfτ

ετ γτ

τv

τ−1
+ τm

τr

��� cτ =
1

Kfτ

ετ γτ

τv

τ−1
+ τm

τc

+	���� �	
	��	�

cσ =
1

Kfσ

εσγσ
· σv

σ−1
+ ψ σm

σ−1

���� ψ =
2σ−1 − σ0

σ0
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c =
cσcτ√
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Sudură cap la cap
fără pregătirea capetelor

Sudură cap la cap
cu pregătirea capetelor

ı̂n X

ı̂n K

ı̂n U

ı̂n Y

ı̂n V

0 . . . 15mm

Suduri de colţ ı̂n unghi
pe muchie ı̂n adâncime

pe o parte biaterală

Sudură ı̂n cruce
Sudură de colţ

cu margini răsfrânte

Sudură de colţ prin suprapunere

 ����� ����B 5�%����� ����
� "��� 
�"���
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σsa = φσa
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��������� ����
�G φ J ����/
����
�� �� ����
�
� � ��������

������������ ���	����� �� ������ ��� ���������� �� ������ �� �
�%����� ��
/
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σs =
F

As

=
F

a(ls − 2a)
≤ φ · σa

F a F

=��
�� ����
���� ��"���
�	�� "��
��
� � ������� �� �
�������� �������� :�/
�����
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σs =
Fn
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=
F sin β

al

τs =
Ft

As
=
F cos β
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σ2

s + λτ 2
s ≤ φσa
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��� ���&���
.�1 �� ��������� λ = 1, 8�

β
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F

Ft
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F F
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Ws = la2
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a = s · sin 45o ≈ 0, 7s
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F cos 45o

F sin 45o
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σs =
F

ls · a sin 45o =

√
2

2

F

ls · a
/&��&�����B

τfs =
F

ls · a cos 45o =

√
2

2

F

ls · a
/
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σes =
√
σ2

s + τ 2
fs =

F
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���	����� As = ls · a ��� "����� :������
 �� 45oB

τfs =
F

ls · a =
F

0, 7ls · s
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σis =
Mi

Ws

���� Ws = al2s/6 = 0, 7sl2s/6 A"��
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��� ����&���
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F1 = F2 = F cos 45o = 0, 7F
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������ 
�������B
/
���	����B

σts =
F1

lsa
=

0, 7F

lsa

/:���������B

σis = ±F2m

Ws

=
0, 7Fm

lsa2

6

=
4, 2Fm

lsa2

/&��&�����B

τfs =
F2

lsa
=

0, 7F

lsa
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a

s

s

F

F

l
F F

τfs = F
ls·a = F

0,7ls·s
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�
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Mi Mi σis = 6Mi

0,7sl2
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�
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l

Mi Mi

FF

σtot s = F

0,7lss± 6Mi
0,7sl2

�������� �
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FF
l1s

τfs = F
2l1sa

= F
1,4l1ss
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�
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F

F

l1s

Mi τfs = Mi

(l+s)l1sa
= Mi

0,7(l+s)l1ss
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τfs = F
0,7s(ls+2l1s)
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l

l1s

Mi Mi τfs = 6Mi

0,7s[l2s+6l1s(l+s)]
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D

Mt

τs = 16Mt(D+2a)

π[(D+2a)4−D4]
�

� a	 D�

τs = 2Mt

π(D+0,7a)2a
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σes =
√

(σts + σis)2 + τ 2
fs ≤ σas
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����� 5� ����
 ���# :� ���	�����
���������� �� ������ �"�� 
������� �� :��������� �� �� &��&�����B

/ :���������B

σis = ±6Mi

al2s
= ± 6FL

0, 7sl2s

/ &��&�����B

τfs =
F

lsa
=

F

0, 7lss

2&��
�� ���
�� ��$������
 ��
�B√
σ2

is + τ 2
fs ≤ τafs

a

FL

5� ����� :� ���� ����
��� �� &��� "� ��%��� "��	� �� �����	�� &��	�� ��
�
"��"���������� "� �����	�� ����������� �� ������# 
��������� ��� �B

/ :���������B

σis = ±Mi

Ws

= ±FL
Ws

����B

Ws =
2

h + 2a

[
ls(h+ 2a)3

12
− lsh

3

12

]
/ &��&�����B

τfs =
F

2lsa
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(σts + σis)2 + τ 2
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����� ������������ ��� ���
���� ���
B
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����G
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p
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���� "��
� � "����
� �� � ������ ���%� :����
��
� "� ��������� ��
%���� ������
����� �� ���� ��
� ��"��� � �"��� ���
 �
�������# &��&������ ��
:�����������

�: ��
�$�
	� 2&��
�� ���
�� �� �
������ ��
�B

σs =
F

zAs
=

F

z π
4

(d2 − d2
1)
≤ σas

���� z J ������� �� �"���
d

d1
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 ��������� ����	�	� +*

�: )�
.	��
	� 2&��
�� ���
�� �� &��&����� ��
�B

τf =
F

πzd1h
≤ τaf

���� h J :���	���� ���	����� �� ��"��� Ah ≈ 0, 85pC
5� ������� �&��
�� ���
�� �� &��&����� �� �����(�����

h ≈ 0, 85p

�: &���$��	
	� =��
�� ������	� ����������# �"��� �� "��
� ���&�����# ������<���/
�� �� � ������ ����"
� :����
��
�# ������
�
� �� �� �����
 :�������
�� ��

�� ������� F/z# ��	���<�� �� �� %��	 �� "<��$��

(
H2

2
+ a

)
�

=��
�� ���
�� ��
��� �����
�B

σi =
Mi

Wz
=

F
z

(
H2

2
+ a

)
1
6
πd1h2

=
6F

(
H2

2
+ a

)
πzd1h2

≤ σai

���� H2 J :���	���� �&��
��� � ���
����

H2 ≈ H1 =
5

8
H = 0, 541p

a J (���� �� &���G a ≈ 0, 054p

πd1

≈ 0, 85p

F
z

H
8

H1

h

a

F
z
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��������� :���	���� "����	�� �� ������ �� �������� ��������� �� �"��� ��
���#
z� ;���
 ������ �� &��� :� %��� �����	��� �� ����� �����
��	� � 
�(�� ����%����
�� 
���	���� �� � ���
���� �� �
������ AFcaps = FcapfC�
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 ��	� ��"�%��� � ����%���� A������
�
 �� 
���	����C ��
�B

Fcaps =
π

4
d2

1σat

 ��	� ��"�%��� � ���
���� A��� ������
���� �� �
������C ��
�B

Fcapf =
π

4
(d2 − d2

1)zσas

�� "��� ���� �����	��B
π

4
d2

1σat =
π

4
(d2 − d2

1)zσas

6����
�B z =
d2

1σat

(d2 − d2
1)σas

d1 ≈ 0, 8d ��
σat

σas

≈ 2, 3 A"
� 1��*C

⇒ zmin ≈ 4 ��� :���	���� "����	�� m = z · p

=��� �
������� �/� �
�%���
 m ≈ 0, 8d�

�<�� "����	� ��
� ��� ��
����� �� �����
��	� ��&������� ����� � ��
���������
����%���� �� ��"��� ���������� 
����
�� ���
�	���
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�
�<������ "����	�� ���� ����% ��% ��	����� ���� &��	� �!���� F "��
� � ���/
"���
� A��$�����
�C �� ��"������� ���� ���" �� ����
�
�� F "� �� "��� :�/
�����
# �� ����� ���$� &�	� �� ������
��� ��
� ���� �� ���$��� �� :�������� ��
�"���� ���
���� βm�

 ��	� H �"����
� �� �� %��	 �� "<��$�� �� �������� rm �� ���
��� ��/
���
���� ������� "��
�� ��"������� "����	�� "� ����% ��% ������� F �
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�
 ��������� ����	�	� +


F

H
βm

2πrm

p

F

H

Ff

rm

=��� ������"������ &��	���� H �� F "� �����	���� "������� �� "��"������/
���� "� "����� :������
 �� "��� ������ :� ����������� � &������� ���
�� �"��� ��
�%	�� ����
������ ����	��B

H = F tan(βm±φ′) A������ RSR "��
�� :�����%���# ���"��
�� R/R "��
�� ���&�����C

 ��	� 
�
��� �� &������B F ′ = F
μ

cos α
2

,����
�� �� :�����%��� A��� ���&�����CB Mt = Frm tan(βm ± φ′)

���� φ′ = arctan
μ

cos α
2

��"�����
� ���$��� �� &������

α J ���$��� �� �<�& �� �"������ A"��
�� ���
 "�
��
 α = 0o# ��� "��
�� ���

��
��� α = 60oC

�����	�� �� ��
�&�<���� "����"��� �� "����	� �� �� �� ��"������ �� �� ����
:� ������ ���&������ ��% ��	����� &��	�� F � ;���
 ����� :������� �� 
��%���
�� �� ������� �� �����
Md �� ���� ���
��� ����� "��
�� �
�<������ ;����
�
�����	�� "����"��� ��B

Md = Frm tan(βm − φ′) < 0 ��� βm < φ′
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6�������
�� ����%���� ��
� �����
 �� ��"��
�� ���
�� ������ ������� �
�� ��
������ ������� �������
�

/ ������ ������� �
��B Lu = F · p = 2πrmF tan βm

/ ������ ������� �������
B Lc = H2πrm = 2πrmF tan(βm + φ′)

6����
�B

η =
Lu

Lc
=

tanβm

tan(βm + φ′)

T���%����� �� �
�<����� ���� 
��%��� �� :���"�������� �����	�� �� ��
�&�</
���� �� ��������
 �����
� 5� ����� ����%������ �� ������� ��������
�� ��
�
��"��
��
# �"��<���/�� �� ���
� �� ���$� �� :�������� � �"���� �����

���	 ;��
#���� ��#���'#����

;���%������ ��%���/%�
�� ���
 ����%���� �����
�%��� ���� �� ���"
 ��� "���/
��"�� 
������
���� ���� �����
 �� �������� �� �� �� ��%��� �� �� %�
�� ���
������� 5� &���	�� �� "���%���
�
�� ��"������� �!���� � %�
������ &�	� �� ��%���#
����%������ ��%���/%�
�� "�
 � ����%���� ��%��� ��� ����%���� �!��
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t2
t1 h

butuc

pana

arbore

canal de pana

 ���� ����
���
��� � "������ ��
� �
���������
� "��� �-;� ����/+�� =�����
"������� �� ���
���� �� (�� ������ �� "����
 ��"������� �!���� � ��	�� A%�
�/
�����C "� ��%���� ����
���
��# �
�������� �-;� ����/+� "������ 
��� &����
�� "��� "�������B ;# I �� ��
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b b b

lc = l − b

l lc = l l

lc = l − b/2

Forma A Forma B Forma C

���� ���"�� ��%������ ��	������� �� �����
 �� ��������Mt# "� ��"��&�	�
��
����� �� ���
��
 ���
�� "��� �� ��%��� �"��� � 
������� �� �
������ σs ���/
������
� ����� �� 
�������� �� �
������ ���
�� "��� �� %�
��� �� ��������# :�
���	����� �������# � "����# �"��� � 
������� �� &��&����� τf �

1�	�	��	 �	 ������

/ �
������B

σs =
Ft

Ac
=

4Mt

dhlc
≤ σas

/ &��&�����B

τf =
Ft

Af
=

2Mt

dbl
≤ τaf A"
� &���� IC

"
� &���� ;# Af = blc +
πb2

4

"
� &���� �# Af = blc +
πb2
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;���%����� �� �������� "��
� � ���������
� �� ���� � ����%���� �� "���
"������� ���
�"��# �������� �� ��%������ ��
���
� ����
�� �����# ��"���
�
��
"��
��
� ��
� ���
 ��� ���� ���<
 :� ����� ����%������� �� "��� "��������
2!��
� :��� �� �������
�(�� "��	���� �� ���
 ��� ����# ��
�� "��
�� ����
����%����� �� �������� ��
� �
�����
� ����� �� ����%���� ���� :������
��

����
���
��# ���
 �
���������
� 
��� 
�"��� �� ��������B �� "���� ���"/

���$�����# �� "���� 
�����$����� �� �� "���� �������
���

���� ��� ��� �
�����
� ���
 ���������� �� "���� ���"
���$������ ����������

�����$������ �� ��������� "��
�� ����%������ �!� �� ������� �� ���� ����������
:� �������
� �� � %��� �����
��	� �� �%������# �
����<���/�� :� �"����� :� ����/
���� ��
��

1�	�	��	 �	 ������
,����
�� �� �������� �� 
������
� "��� ���
��
�� ���
�� 9������� ��

������ �"��� � ������
��� �� �
������ σs ���� ��
� ������
���� "�����"��� ���
����%����� �������
� ������
���# &��&������ �� :����������# "�
 � �����(�
��
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b

d

D

L

 ����� ����B ;���%���� �� ��������

 ����� ����B =����� �
���������
� �� ��������

5� ����� ����������� ��"
���$������ ����B

σs =
Ft

S
=

4Mt

D+d

kz
(

D−d
2
− 2c

)
L
≤ σas

����B k = 0, 75 J ��������
 ���� 	��� ���
 �� �����&����
�
�� ��"��
�	���
�������� "� �������� ����%����� �� "� ������� �� ��������G z J ������� ��
��������G c J ������� 
���
���� ���$����� ����������� ��%������ �� %�
�������
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�

c

c

 ����� ����B ��
���� �� ���� �������� �� "���� ���"
���$����� Ac J �������

���
����C
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)��� �� 	�%���

�	�� �������������� 3�� $���������

(����	 ���
 ������ �� ������ ���� ���	�� ��
� ������ :� ��
�	�� ��� ���������#
������
���� ��� ��$��������# ���� � 
������
� �����
� �� ��������� 2�� ���

������
�
� :� "�����"�� �� �����������

'
�
�� ���
 ������ �� ������ ��
�
��� :� (���� �!���� ��� �����
����# ����

������
 �����
� �� �������� "��� ��
�������� ��
�� ������ "� ���� �� ���	��
��� �� ���� ���
 ����%��	�� ��
���
� ����
�� &���	��# ��%���� ���
 ������
�	� :�
�"����� �� ��������# ��� 
�
���
� �� �� :����������

��"� &���� ���	����� ��%���� �� ������ "�
 � �� ���	���� "���� �� �� ���	����
�������# :� �"����� �� ��%��� �� ���������� ����� ��"� �!�# ��%���� "�
 �
���"	� A����� ������� �� 
������������ ��������C ��� ��
�	� A��� �����
����
��
��
������� �� ������ ��
����# "��"����# ���"����������# �
�C�

 ����� ����B  ���� 
�"��� �� ��%��� ���
���
 
������������ ��������


'
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��� ��
 
��� �� ���
��

�	�	 (�������� �� ��"�������

,�
������� ��%������ �� ����� :� &���	�� �� ���" �� �� �����	���� �� &���	������#
��� �� :� &���	�� �� 
�$������� �� �!���	��� �� �
�������� :� ������� �	����� ��
&��
�� 1	������� �
�����
� ���
B �	����� ���%�� �%�����
� A1���# 1�'�# 1�)�C#
�	����� ���%�� �� ����
�
� A1���'# 1���'# 1���'# 1��)�C# �	����� ����
�
�� ���$��# ����/���$��# ����/������# 
�
�� �� �	����� 
����
�� 5� ����� :�
���� �� �
�������� &��
�# �� "��&��� &��
��� �� :���
� �����
��	��

5� ���� �� "�����
� 
�$������� �� &�%����	��# ��%���� �� ������ �� "�
 �%	���
:� �
��� �� ����&�%����
 "��� ����
������ "�������B

/ ������
� 
���� "�����

/ ������
� �� &��(��� ��
�������

/ &��(��� ��� ��������

/ ��
��	���

/ 
������

�	�� �������� ��#������ ��� ��

5� "�����"��# "��
�� "�����
���� ������� �� � ��%������ �� �&��
����� ����
�����
���������� �� �������B

.� "���������������# "���
�/�� ������ ���"�����
G

..� "�����
���� &�����# �� ������������ ��������� �%	���
� "��� "�������/
�������G

...� �&��
����� ������������ A�� �%������# �� ��%��	��# ��&����	�����CG 5� ��
�/
�	�� �"������ �� �&��
����� :� "��� �� ���������� �� ������
���� ���"����

&(%�%& '
�	���� �� !�����������
��

=��������������� ��%������ �� &��� ��� ������
���� �� 
������� :�
���<
 :� ����

�
���� �� �� ������ �� ������ ���
��	��� :�
�� ��������

@���� �� ������
� �����
�� �� 
������� Mt ��� "�
���� �� 
������� P
�� 
���	�� ��%������ n� 5� �� ������ ��� �����
�� �� ��
������ �� ����	��B

Mt =
30

π
· 106 P [kW ]

n[rot/min]
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�����
��� ����� �� ��%������ �� ��
������ �� ����	��B

dmin = 3

√
16Mt

πτat

=��
�� ��%��� ������
�	� :� "�����"�� �� �������� �� ��������� τat = 50 . . . 80MPa#
��� "��
�� ��%���� ������
�	� �� �� �������� �� �� :��������� �� ��������� τat =
15 . . . 30MPa�

���� :� &���	������ �� ��"��� � ����
� �� ��&����	�� ���$������ θa# "��/
������������� �� �� ������� ��� �����	��B

θ =
Mt · l
G · Ip ≤ θa

U��<�� ���
 �� Ip = πd4/32 "��
�� ���	���� ���������# �����
�B

dmin = 4

√
32 ·Mt · l
πG · θa

����B l J �������� ��%������# G J ������� �� ����
���
�
� 
����������# θa J
��&����	�� ���$������ ������%���

&(%�%( 6����	�
��
 ������

 ���� ��%������ �� �� �
�%��� "� %��� �����
����� �%	���
� �� �
�"� �� "����/
����������# ��<�� :� ����������� �����	���� ��"��� �� ����� &���	�����# 
�$����/
��� �� �!���	�� �� ���
�(�

&(%�%� 7���1	
��
 
�*������ �
 �*���
��

>��������� �� �%������ ����
� :� ��
��������� ��������	���� �� �������	� ��
��%������ ��"��� ������
������ ���"��� �� 
������� �� :���������� �������� ��/
������	���� �� �������	� �� �&��
����� ��"� ��
��� �����%����

/ =��
�� :���������B

cσ =
1

βkσ

εσγσ

σv

σ−1
+ σm

σc

/ =��
�� ��������B

cτ =
1

βkτ

ετγτ

τv

τ−1
+ τm

τc




+ ����	
��� ��
 
��� �� ���
��

/ =��
�� ������
��� ���"���B

c =
1√(

1
cσ

)2

+
(

1
cτ

)2
=

cσ · cτ√
c2σ + c2τ

����B σv = (σmax−σmin)/2G σm = (σmax+σmin)/2G τv = (τmax−τmin)/2G
τm = (τmax + τmin)/2G σ−1# τ−1 J �����
��	��� �� �%������G σc# τc J
����
��� �� ������� A"��
�� &��
� �� �
�������� ����
��� �� ��"���CG βk J
��������
 �&��
�� �� ������
���� � 
����������G ε J &��
�� �����������G
γ J ��������
 �� �
��� � ��"��&�	��G

�� ������ ��� ��������
���� �� �������	� �� ���������B

cmin = 1, 3 "��
�� �����	�� �� &���	������ �� ������
��� �������
� "�����#
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