Metoda Elementulur Finit (MEF)

 Pentru structurile mecanice, marimile cu semnificatie
fizica specifica care sunt urmarite la nivelul nodurilor
sunt deplasarile nodurilor (u,v,w,rx,ry,rz - corespunza-
toare gradelor de libertate) - de aici denumirea de
metoda deplasarilor , consacrata pentru aceasta
abordare.

Elementul de bara cu sectiune constanta, solicitat uniaxial:
SSSsrsISinh (Truss 1D)

 u = Valoarea deplasarii
« F = Valoarea incarcarii ( a sarcinii)

¥
li\ _______
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Elementul Bara 1D (Truss 1D)

——o
Ipoteze:

* elementul de bara are un comportament linear (se aplica legea lui

Hooke)

* sectiunea transversala “A” este constanta de-a lungul barei
 incarcarea este data de forte dirijate in lungul barei si aplicate in
capete [T]

 Sistemul de coordonate local (x,y) se suprapune peste sistemul de

coordonate global (x,y)
* bara nu suporta forte si deplasari transversale: v, =v, =0

Lungimea L, aria sectiunii A si modulul de elasticitate E al ma-
terialului vor caracteriza integral comportarea elastica a barei -
rigiditatea k=E*A/L

Pentru cazul concret prezentat :

F=Kk*u
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Pasul 1 Abstractizarea

Se considera bara ca un element cu doua noduri:

o1 k 2
— e 3 X
U, U,
< L >
N

Nota: Sistemul local si global fiind suprapuse, x si x sunt identice,
iar pentru a simplifica scrierea se va utiliza numai o notatie
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Pasul 2 - Se stabileste o functie pentru deplasari U — u(x)

Functia trebuie sa fie continua pe domeniul corespunzator
elementului si sa asigure compatibilitatea interelemente.
Se aleg, de obicei functii polinomiale.

Se considera o funcfie lineara
u=a,+a,x

Numarul de coeficienti = 2 = numarul de grade
de libertate ( d.o.f) al elementului.

Scris sub forma matriciala:

u:[l x]< -
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Se identifica constantele d, si d,

u(0)=a,+a, - (0)=u,

u(Ly=a,+a, - (L)=u, =a,L +uy,
se obfine:

Substitutind Tnapoi in : Uu=a,+a,x
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Sub forma matriciala:

_ X X [I]/ll L] :
U—-— —% [ 1 care se poate scrie sub forma:
L » [

u=|Ni6,;

e O
v=In, N]O'O

2

Unde:

lel—ﬁ §| 2:£

L L sunt denumite functii

de forma, indicand legea de variatie asumata pentru

deplasari Ia nivelul elementului
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N .. Functiile de forma

ﬁ...m

1 2

|< L >| N,=1 N,=0 lanodull
““““ N;=0 N,=1 lanodul?2

““““ NZ
“““““ N,+N,=1
“_)
1 2
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Pasul 3 - Se definesc relatiile constitutive functie de
marimile discrete

Relatia deformatii specifice deplasari devine:

P du _u, —u, care se scrie sub form3
e L matriciala ca:
C 1 1] (u
L @ tel-lede
L L u, |

Nota: consecinta a legii de variatie lineare pentru deplasari,
deformatia specifica este constanta pe intregul element.
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Relatia constitutiva pentru starea de tensiuni (legea lui Hooke)
este:
o=Fk¢

Exprimata functie de deplasarile din noduri:

JZE[B]{@'} 3

Ea se scrie sub forma matriciala ca:

{J } — [ D] [ B] {5 . } in acest caz particular matricile {0}

l si [D] au cate un singur termen

— -
~—

[S] este denumita si matricea tensiunilor
elementului (element stress matrix)

Nota: intrucat deformatia specifica este constanta pe intregul

element si tensiunea O este constanta pe intregul element
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Pasul 4: Se deduce expresia matricei de rigiditate

Forta de tractiune din bara este F=A ©
Din conditii de echilibru: b =-F

F2x — F
Sub forma matriciala se scrie:
KF ) 4 1\
JoIxL_ A L5 Utilizand expresia lui o functie de
1 deplasarile nodale (3), se obtine:
L 2x . J
rF ) r_ 1\ — 1 1— ru N
1
T L=A< ‘E]|- S
szx) . 1 J — L L— \uz)
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se noteaza:

(le\kﬁ_ L= _<(u1\>
F,, ] L |-1 11U,
AE . .
k= T rigiditatea barei

se obtine relatia forte-deplasari sub forma specifica:

(

I

Ix

F

\

L 2x

k

—k

Nota: Pentru simplificarea notatilor s-a renuntat la indicele x

— )k

k

@

4 3

£

sz J

[K]- matricea de rigiditate a elementulul

11

KI:
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Rezolvarea pentru
deplasari

« Matricea este simetrica
» Termenii diagonalei principale sunt pozitivi
« Matricea este singulara

* Pentru a putea solutiona sistemul de ecuatii ce leaga

fortele de deplasari sunt necesare conditii suplimentare,
respectiv conditiile limita.

Inacestcaz u,=0

Rezulta:
_ Fz _ Fz L
k EA

u,
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Calculul tensiunilor

Conform‘ se scrie:

— — ( )

o=F : i <u1>

— L L— LMZJ
"EF,L F
LAE A

Important: formularea prezentata permite generalizarea
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In formularea matriceald pentru elementul finit, termenii
care compun matricea de rigiditate pot fi interpretati ca
fiind coeficienti de influenta care leaga fortele nodale de
deplasarile nodale ale structurii:

K S)=1F]

[ = A ( A

ki ky ||y, F

1 =S ;
_kzl kzz_ \Fz,

Conform definitiei, valoarea unui coeficient de influenta de
rigiditate k; este valoarea forfei din nodul “i* pe care o induce
o deplasare egala cu unitatea in nodul “j°, deplasarile in
celelalte noduri fiind O (blocate), elementul ramanand in

echilibru.
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O structura mai complexa,
alcatuita din bare solicitate
uniaxial

E3, A3, L3 — >

E,A
E4, A4, L4 Ik4 — 4L 4
4
E3A3
L3
F5
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Abstractizarea:

@ @ ) @ @/ 4 Elemente

F1 3 k =k =3 ks = k4:: Forte, deplasari
ul 1 2 3 4 5\

5 Noduri
Pentru fiecare element se poate scrie o relatie de tipul

{?}:[K]{ul} indicii 1 si 2 corespunzand nodurilor elementului
2

u,

Corespondenta dintre numerotarea globala si cea
locala a nodurilor este prezentata in tabelul urmator

Element | 2 3 4

Nr nod 1 2 1 2 | 2 1 2
local

Nr. nod | 2 2 3 3 4 4 5
global
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Relatia forte - deplasari care trebuie stabilita

pentru aceasta structura va fi de forma:

kll
k21

klZ
k22

k23

k53

k44
k54

le

k45

kSS_
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Construirea matricei [K] - matricea de rigiditate a structurii.

O prima abordare este cea directa, bazata pe metoda

coeficientilor de influenta:

o9 9 9 o
1k12k23k34k45

0 Uzl 0 0 0
o— @ @ o
1 k1 2 k2 3 k3 4 k4 5
F = (ks +kyp) -1
0 0 ut g o
o— @ @ o
1 k1 2 k2 3 k3 4 k4 5
F=-k,

K1y = K
K12= Ky3 = Ky4 = Ky5= 0

Koz = Ky + Ky
Ko1=-Ky Kpz = -k,
Ko4= Kos = 0

K33= Ko + Kg
Ksp == Ky Kay =-K3
K31= K35 =0
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In final rezulta:

kl o kl

o kl kl kz
0 —k,
0

0 0

0 0

—k, 0
k,+k, —k,

- k4 k4
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O alta abordare:
asamblarea matricii de rigiditate a structurii

Se scrie matricea fiecarui element, expandata la
rangul matricei intregului sistem:

F'l [ 1 -10 0 0]fu
le —1 IOOOu;
{ot=k] 0 0 0 0 Off ¢+
0 0 0 0 0 0

0] |0 000 0]

Indicele superior pentru F si u se refera la numarul elementului
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;

2
1

2
2

;

3

1

3

2
y

\_
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0 0 0|[0

0

1
—1

-1 0 O]|u

0

0 O0|<u
O 0 00

1

0
0

0

1

—1 0|su
O||u
O 0|0

1
—1
0

0

=K,| 0

k,]o 0
0 0
0

\F;

3

<Fl3$
F,
0

.




‘0] [0 0 0 0 oO}f0
0 000 0 0|0
$0¢=k,JO 0 0 0 010y
EF* 00 0 1 —1||u
F'] |00 0 -1 1]|(u

Pentru asamblare se insumeaza matricile elemetelor
si se impun conditiile necesare pentru echilibru si
compatibilitate :
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Echibrul fortelor:

||
=== AFlApz
I_I
S O ﬁlﬁzo
I_I
2122
rnU F F - O\
I_I
1112
RO o o
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Pentru compatibilitate - asigurarea continuitatii structurii:

Corespunzator notatiei globale a
nodurilor:

Vectorul deplasarilor:

devine acelasi pentru toti termenii Curs MEF A. Pascu



In final:

R [k
Fz _kl
F,r=l 0
F | |0
Fs) | O
—

[K] matricea de rigiditate a sistemului

Curs MEF A. Pascu




27

» Obtinerea solutiei cautate pentru deplasari implica
rezolvarea sistemului de ecuatii liniare.

*Trebuie aplicate conditiile la limita :

in problema analizata in nodul 1 deplasarea este 0.

* Sub aceasta forma sistemul nu poate fi rezolvat
intrucat matricea de rigiditate este singulara.

« Se elimina din sistem randul corespunzator conditiei la
limita, iar din matricea de rigiditate coloana corespunzatoare.

» Se solutioneaza sistemul pentru deplasari

» Se calculeaza apoi fortelele necunoscute,
utilizand forma initiala a matricei de rigiditate

«Se calculeaza tensiunile din elemente
Curs MEF A. Pascu



y 4 V,V (%, y)sistemul de coordonate local

N N

X, U

(X, y) sistemul de coordonate global
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Ecuatia pentru elementul bara, exprimata in sistemul de
), dedusa anterior, este:

Se reamintegte ca F| ,F, ,V,,V, suntegalecu0

coordonate local (

N la

Prin expandarea matricei de rigiditate [K] la dimensiunile 4 x 4
ecuatia elementului finit devine:

A ) — 1 A D

i 1 0 -1 0](4
F,| AE| 0 0 0 0|%

S AT = — < b
Ef"L|-10 1 0|4 (s)
. 0 0 0 0[v,

\y) N J

N [ > ] Curs MEF A. Pascu



Transformarea de coordonate pentru un vector in plan

ol
|
=
_I_
~

=

i o
|
&o
r-->

+dyj
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. a9 3
sin @ ||d,

cos 0 d

CU.

C =cos 6
S =smn 6
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Matricea este ortogonala si antisimetrica
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>
il @

0

THF} = {F}=[r]"}
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Din relatile @ ... @ rezuita:

=[ 7] [ R][ T)is)

matricea de transformare [T7] fiind ortogonala:

[T]-l [ 2l
[K]

[K]
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Un rezultat similar se poate obtine si prin
metoda directa, a coeficientilor de influenta
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Calculul tensiunilor

A )

E U,
Conform‘ sescrie: O = [ 1 1]< N
L \MZJ

Relatia dintre deplasarile exprimate in sistemul de
coordonate local si cel global se poate scrie ca:

(31=[1"]15)

Y
U,
u ] [C S 0 0]]v,
= < >
u,] [0 0 C §]|u,
\VZJ
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Daca se evidentiaza matricea tensiunilor S, rezulta:

o =575}

1 E C S 0 0
L S=T 1]_0 0 C S
[$]-—[-C -5 C 3]

Curs MEF A. Pascu
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Exemplu
A=4x10%m?
< E =210 GPa
L=2m
y 9 = 60°
A
, u; = 0.25 mm
v; = 0.0 mm

u, = 0.50 mm
v, =0.75 mm

60°

ol 4

Nota: valorile deplasarilor u si v satisfac
conditia deformarii axiale a barei
Curs MEF A. Pascu



[ g 210107 N /m? 1 V31 3
2 m 2 2 2 2
(] [0.25-107% m
\% 0.0
{5}:< =3 m3 >
u, 0.50-10" m
v, 10.75-107 m|
(0.25-107)
__210-10" | 1 W31 £4 00 |
2 2 2 2 2 |los0-107
10.75-107

0 =8.132-10" N/m’
o =81.32 MPa
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Exemplu :Structura cu 3 bare
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Datele numerice pentru exemplu

Modulul de elasticitate pentru toate elementele

E=210°MPa
Node Node L A
Element| local 1 | local 2 |(mm) [(mm?)| ¢ C S c2 | s?2 |cCs
Nr. node global
1 1 2 1000 ( 200 | 90 0 1 0 1 0
2 1 3 1000 | 200 45 |(0.7071)0.7071| 0.5 | 0.5 [ 0.5
3 1 4 1410 | 200 0 1 0 1 0 0

44
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[K(l)]z (2-10°) (200)

(1000)

_ (@2 10°) (200)

K =)

o] C .10%) (200)
(1000)

0
1
0

o O O O

—1

0.5
0.5
—-0.5

0.5

o O O O

o O O O

0.5
0.5
—-0.5
—-0.5

—1
0
1
0

o O O O

—-0.5
—-0.5
0.5
0.5

~0.5

~0.5
0.5
0.5
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0
X
Xt
3
0

S & &

X
X
X0
G
0

S o &

0
X
X
G
0

S & &

0
Xy
XY
)
0

S o &

o e e <

S & o o e <@

R 2 I [ R
O oo e <
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1 (2)
k11

(2)
k21

1, (2)
k31

(2)
K41
0

0

(2)
k1
(2)
k22

2)

k32
(2)

k42
0
0

R 2 R R R

& & o <&

(2)
k13

2)
k23

2)

k33
(2)

k43
0
0

(2)
k14
(2)
K24

(2)

k34
(2)

k44
0
0

R 2 R R i
R R R
+

Curs MEF A. Pascu



48

= — R N — I — I — A —

c oo o <@

O oo oo o @

= — I N — I — I — e —

3)
k33

(3)
k43

(3)
K34

(3)
Kga _
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[K]= (40000)

0.354
1.354

—0.354
—-0.354

S O O O O o o O

0

oSO O O = O

—0.354
—0.354

0.354
0.354

—0.354
—0.354

0.354
0.354

De comentat: de ce coloanele 3 si 8 din matricea de

rigiditate sunt nule

49

S =k OO O O O
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Utilizarea principiului lucrului mecanic virtual pentru
formularea matricei de rigiditate.

O structura liniar-elastica este in stare de echilibru static
daca lucrul mecanic virtual al fortelor exterioare este
egal cu energia de deformare pentru ori ce deplasare
virtuala compatibila cu legaturile sistemului.

M

Pentru elementul de bara solicitat axial, lucrul
mecanic al fortelor exterioare ( forte ce
actioneaza in noduri este:

N

AW =F, -Ai, +F,, -Ni, =Y F A,

Scris sub forma matriciala
5 Curs MEF A. Pascu
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AW ={F}-{A6,} = {AS,} {F}

Nota: Pentru simplificare s-a renuntat la utilizarea notatiei
specifice sistemului de coordonate local

Lucrul mecanic virtual al tensiunilor este:
T
AW, = IG-AEQ’V = j Ag o-dV
Vol Vol

Tinand cont de exprimarea deformatiilor specifice functie de
deplasari , care se scrie si sub forma:

(e} ={s.} [B]

Curs MEF A. Pascu
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respectiv

Tinand cont si de expresia tensiunilor functie de
deplasarile nodale, exprimata de

rezulté - _

AW, = | A5 [BY E[BY{S,}-av

Vol

Curs MEF A. Pascu



Din egalitatea - rezulta:

Jol — ~
ey
Pentru elementul bara 1D, cu [B]:{_% %}
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